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ResumenEn este trabajo presentamos e investigamos el esquema te�orico CFLP (X) para la progra-maci�on l�ogico funcional perezosa con restricciones. Cada estructura con restricciones X , queconsiste en un dominio de Scott como soporte m�as un conjunto de operaciones prede�nidascontinuas, determina una instancia del esquema. Los programas en CFLP (X) est�an consti-tuidos por reglas de reescritura con restricciones para de�nir nuevas funciones. Se desarrollauna sem�antica declarativa de modelo m��nimo, caracterizado tambi�en como m��nimo punto �jo,y una sem�antica operacional basada en un mecanismo de c�omputo { estrechamiento perezosopor restricciones { del que se prueban resultados de correcci�on y completitud con respecto a lasem�antica declarativa. Probamos tambi�en que, bajo hip�otesis razonables, el estrechamientopor restricciones se puede combinar con un sistema de resoluci�on de restricciones, preservandola correcci�on y la completitud. En una segunda parte se aplican los resultados obtenidos allenguaje SFL 6=, que incorpora restricciones de desigualdad a la programaci�on l�ogico funcionalperezosa. Se muestra que SFL6= puede ser concebido como la instancia de CFLP (X) quetiene al universo de Herbrand in�nitario como soporte, dotado de restricciones de igualdady desigualdad, m�as las operaciones primitivas necesarias para expresar de forma continua launi�caci�on. De este modo, hereda las propiedades generales del esquema. Finalmente se pre-senta, en forma de cl�ausulas, una especi�caci�on de la sem�antica operacional, que se convierteen un programa Prolog ejecutable al adoptar una adecuada representaci�on de las expresiones,dando lugar a una implementaci�on del lenguaje.
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PreliminaresLa combinaci�on de diferentes paradigmas de programaci�on es un lugar com�un de muchas in-vestigaciones actuales en el mundo de la programaci�on declarativa, en un intento de obtenerlenguajes de programaci�on que sean cada vez m�as expresivos, que acepten implementacionese�cientes, y que dispongan al tiempo de s�olida fundamentaci�on te�orica. Dos combinacioneshan suscitado particular inter�es en la �ultima d�ecada: Programaci�on l�ogica + Programaci�oncon restricciones, y Programaci�on l�ogica + Programaci�on funcional. Como m�aximo expo-nente de la primera combinaci�on est�a CLP (X), un esquema que generaliza los principios dela programaci�on l�ogica, reemplazando la uni�caci�on por la noci�on m�as general de resoluci�onde restricciones. Hay m�as heterogeneidad en las propuestas para la segunda combinaci�on.Los llamados lenguajes l�ogico-funcionales utilizan sistemas de reescritura condicionales condisciplina de constructoras como programas, y estrechamiento como mecanismo de c�omputopara resolver objetivos. En el caso de lenguajes perezosos, en los que se contempla la posi-bilidad de hacer c�omputos con objetos in�nitos, se ha propuesto en ocasiones una sem�anticadeclarativa que considera como dominio de los c�omputos un universo de Herbrand con �arbolesposiblemente in�nitos o parcialmente de�nidos.El primer, y principal, objetivo de nuestro trabajo es el desarrollo de un marco te�oricopara la integraci�on de los tres paradigmas citados: Programaci�on l�ogica + Programaci�onfuncional + Programaci�on con restricciones. El dise~no de tal marco te�orico est�a guiadodesde el principio por un supuesto de trabajo: la amalgama de los tres paradigmas debepoder realizarse, partiendo de la programaci�on l�ogico funcional perezosa, de un modo similaral que permite pasar de la progamaci�on l�ogica a la programaci�on l�ogica con restricciones.Es decir, nuestro objetivo b�asico puede ser reformulado del siguiente modo: perseguimosla de�nici�on de un esquema general, que denominaremos CFLP (X), para la programaci�onl�ogico funcional perezosa con restricciones (Constraint Functional Logic Programming). Esteesquema jugar�a un papel, con relaci�on a la programaci�on l�ogico funcional, similar al delesquema CLP (X) con relaci�on a la programaci�on l�ogica. Estas consideraciones nos permitenestablecer de antemano algunas de las caracter��sticas que esperamos del esquema CFLP (X)� De modo similar al caso de CLP (X), obtendremos una instancia del esquema CFLP (X)al �jar una estructura determinada X , cuyas caracter��sticas describiremos en seguida.Una instancia del esquema determina un lenguaje de programaci�on l�ogico funcionalperezoso, sobre la estructura X que se haya �jado.� El tipo de estructuras a considerar est�a muy determinado por la naturaleza perezosa quese pretende para la componente funcional de las instancias del esquema. Parece naturalgeneralizar la idea del universo de Herbrand in�nitario que aparece en la sem�antica dealgunos lenguajes l�ogico funcionales, y considerar `estructuras continuas' con dominiosde Scott como soporte, y dotadas de una serie de operaciones primitivas continuas (enel sentido de la teor��a de dominios).� Los programas ser�an tambi�en generalizaci�on directa de los sistemas de reescritura condi-cionales de la programaci�on l�ogico funcional. Consideraremos reglas de reescrituracondicionales con restricciones, en los que la uni�caci�on { que no tiene sentido en estemarco general { queda reemplazada por la satisfacci�on de restricciones en X .iii



� De nuevo como en el caso de CLP (X) con relaci�on a la programaci�on l�ogica, pre-tendemos que CFLP (X) sea una extensi�on suave de la programaci�on l�ogico funcional.Por `suavidad' entendemos que las principales ideas, intuiciones y resultados acerca delas sem�anticas declarativa y operacional sean preservadas, as�� como la metodolog��a detrabajo para el estudio de las propiedades del esquema. Es m�as, esperamos que, alestar liberados de los tecnicismos que siempre requiere la uni�caci�on, se simpli�que enmuchos casos la formulaci�on de los conceptos y la demostraci�on de los resultados.Como segundo gran objetivo de nuestro trabajo est�a el estudio de una instancia intere-sante del esquema CFLP (X): el lenguaje SFL 6=, que resulta de incorporar restricciones dedesigualdad a un lenguaje l�ogico funcional perezoso. El uso de desigualdades (en programasy respuestas) incrementa el poder expresivo de un lenguaje, pues la condici�on representadapor una desigualdad puede requerir in�nitas igualdades (o sustituciones) para ser expresadade modo equivalente. En el contexto de la programaci�on l�ogica con restricciones es relativa-mente habitual el uso de desigualdades entre t�erminos { m�as en general, entre alg�un tipo de�arboles {, pero es bastante novedoso entre los lenguajes l�ogico funcionales. En el trabajo sepretende analizar con bastante detalle el lenguaje SFL 6=, cubriendo no s�olo sus fundamentoste�oricos, sino tambi�en aspectos m�as pr�acticos, incluyendo una propuesta de implementaci�on.Aparte de la utilidad del lenguaje en s��, el estudio de SFL 6= tiene gran inter�es paranosotros, porque constituye un magn���co test de la aplicabilidad del esquema CFLP (X).No esperamos que la caracterizaci�on de SFL 6= como instancia de CFLP (X) d�e respuesta atodos los problemas relativos al lenguaje concreto, aunque s�� a bastantes de ellos. La relaci�oninversa (instancia - esquema) tambi�en puede resultar interesante: de lo que ocurra en SFL6=,podremos extraer conclusiones �utiles acerca de CFLP (X).Organizaci�on de la memoriaLa organizaci�on y resumen del trabajo es como sigue.La memoria est�a dividida en dos partes, correspondientes a los dos grandes temas quetratamos: el esquema CFLP (X), y el lenguaje SFL 6=. Pasamos a describir la primera parte.En un primer cap��tulo delimitamos el contexto en el que se sit�ua esta tesis, haciendo unr�apido repaso de las propuestas m�as importantes de combinaci�on de paradigmas declarativos,bastante abundantes en los casos de la programaci�on l�ogica con restricciones y la progra-maci�on l�ogico-funcional, mucho m�as escasas en el caso de la programaci�on funcional y l�ogicacon restricciones; en este ep��grafe hemos incluido tambi�en las propuestas, casi anecd�oticas,de programaci�on funcional con restricciones.En el cap��tulo 2, primero de los dedicado al esquema CFLP (X), se introducen las nocionesb�asicas acerca del tipo de estructuras `continuas' que consideramos para las distintas instan-cias del esquema, y se de�ne la sintaxis de los CFLP -programas. Acto seguido nos detenemosa analizar algunas instancias del esquema, mostrando en particular c�omo la programaci�onl�ogica con restricciones y la programaci�on l�ogico-funcional son expresables en CFLP (X).El cap��tulo 3 contiene la sem�antica declarativa de CFLP (X). Tras introducir las no-ciones de modelo e interpretaci�on, se prueba, bajo hip�otesis de la mayor generalidad posible(consistencia, i. e., existencia de alg�un modelo), la existencia de modelo m��nimo. A unaiv



demostraci�on muy sencilla, basada en la `propiedad de la intersecci�on' que cumplen los mo-delos, se suma otra en la que se caracteriza el modelo m��nimo como m��nimo punto �jo deun operador `de consecuencias inmediatas'. Debido a la generalidad de las hip�otesis, esteoperador tiene la caracter��stica, poco habitual en este tipo de sem�anticas, de estar s�olo par-cialmente de�nido sobre el conjunto de las interpretaciones. Un �ultimo ep��grafe muestra quela consistencia de un programa es una propiedad indecidible, y discute algunas cuestionesrelacionadas, como la no ambig�uedad.El cap��tulo 4, probablemente el m�as importante del trabajo, se encarga de la sem�anticaoperacional. El mecanismo de c�omputo que consideramos, que denominamos estrechamientopor restricciones, consta inicialmente de una sola regla, cuya correcci�on probamos. Paraobtener completitud nos debemos circunscribir a una clase de programas, que incluye a losprogramas sem�anticamente no ambiguos. Para reducir el espacio de b�usqueda determinadopor la regla de estrechamiento, se introduce la noci�on de c�omputos perezosos, en los queel estrechamiento se realiza en posiciones demandadas. Estas nociones son de car�acter m�asbien sem�antico, al estar basadas en informaci�on extra��da del modelo m��nimo, que se utilizapara construir unas ciertas `aproximaciones' a expresiones y objetivos. Sobre ellas se de�neun orden bien fundado en el que se decrece al dar un paso de estrechamiento perezoso, loque nos permitir�a probar la completitud. En la �ultima parte de este cap��tulo se analizan laslimitaciones de la sem�antica operacional propuesta, y se concluye la necesidad de combinarel estrechamiento con alg�un sistema de resoluci�on de restricciones espec���co de la estructurade base. Se proponen condiciones naturales y generales bajo las que la combinaci�on preservala correcci�on y la completitud, si bien �esta en un sentido relativamente d�ebil.Con el cap��tulo 5 comienza la segunda parte de esta memoria, en la que se estudia ellenguaje SFL 6=. Primeramente se �ja la sintaxis, por la que los programas son reglas dereescritura con patrones lineales en las cabezas, y sistemas de igualdades estrictas == ydesigualdades === como condiciones. A continuaci�on se caracteriza el lenguaje como lainstancia CFLP (H 6=) , siendo H el universo de Herbrand in�nitario determinado por unconjunto de constructoras, y donde los predicados prede�nidos == y === se interpretancomo aproximaciones continuas maximales a la igualdad `de verdad' = en H (que no escontinua) y a su negaci�on 6=. Se introducen, tambi�en como operaciones primitivas, unasciertas `funciones selectoras'y `predicados reconocedores' que permiten expresar la uni�caci�onde forma continua. De modo alternativo, y m�as conveniente, se sugiere la posibilidad deexpresar la uni�caci�on mediante un uso restringido, `continuo', de la igualdad no continua =.La equivalencia de ambos enfoques es probada. A continuaci�on se propone para SFL 6= unsistema de resoluci�on de restricciones, para ser combinado con el estrechamiento, que permiteheredar para SFL 6= los resultados generales del esquema. Mediante un an�alisis m�as detalladode los c�omputos, obtenemos despu�es un resultado mucho m�as potente de completitud.Finalmente, en el cap��tulo 6 se aborda la cuesti�on de la implementaci�on de SFL6=. Seproporciona en primer lugar una especi�caci�on, en forma de cl�ausulas, de la sem�antica opera-cional, y que depende de algunos predicados inicialmente no especi�cados. Tras una adecuadaelecci�on de la representaci�on de expresiones y restricciones, se pueden de�nir tales predicados,para obtener una especi�caci�on completa, que en de�nitiva resulta de�nir una compilaci�onde SFL 6=-programas a programas Prolog ejecutables.Algunas conclusiones y sugerencias para trabajos futuros cierran la memoria.v



Parte IEl esquema CFLP (X)



1 INTRODUCCI �ON 21 Introducci�onEn esta secci�on haremos un breve repaso de distintas propuestas para la combinaci�on deparadigmas de programaci�on declarativa; m�as en concreto, de las que tienen relaci�on m�asdirecta con nuestro trabajo, por involucrar parte o todos los ingredientes de nuestra propuesta.Revisaremos pues las siguientes combinaciones:� Programaci�on l�ogica (LP) + Programaci�on con restricciones (CP)� LP + Programaci�on funcional (FP)� LP + FP + CPNo somos ambiciosos, especialmente en lo que se re�ere a los dos primeros puntos, encuanto a la extensi�on, ni en cuanto a la agudeza u originalidad de nuestros comentarios.Existen excelentes referencias ([30, 12, 71, 72, 81] para CLP, [10, 65, 2, 114, 66, 69] paraFLP) cuya lectura proporcionar�a sin duda mayor informaci�on al respecto. Como referenciasest�andar sobre LP y FP pueden citarse [100, 5], [75, 9].1.1 Programaci�on l�ogica con restriccionesLa noci�on de `programaci�on con restricciones' no forma parte en realidad de los paradigmasbien establecidos de programaci�on declarativa. Con esa denominaci�on se incluyen de modobastante impreciso lenguajes de programaci�on que utilizan t�ecnicas de propagaci�on de res-tricciones para la resoluci�on de problemas combinatorios [98, 146] o t�ecnicas de Investigaci�onOperativa. Ejemplo t��pico de tal clase de lenguajes es THINGLAB [18].En un sentido gen�erico, una restricci�on es una condici�on, expresada en alg�un lenguaje de-terminado, impuesta sobre un conjunto de variables V . Al tiempo que expresa una condici�on,una restricci�on sirve tambi�en para representar de modo impl��cito al conjunto de sus soluciones,es decir al conjunto de valoraciones de las variables de V que satisfacen la condici�on. Las res-tricciones juegan pues un m�ultiple papel: como representaci�on de datos sirven para efectuarentrada/salida, como representaci�on de condiciones sirven para dirigir el ujo de control dela ejecuci�on. La noci�on b�asica que subyace es la de satisfactibilidad de una restricci�on, y elmecanismo operacional b�asico, el de resoluci�on de restricciones. La resoluci�on de restriccionestiene, a su vez, una doble funci�on:� veri�car la satisfactibilidad de una restricci�on.� producir formas simpli�cadas de las restricciones, que sirvan ya como respuesta �nal, ocontribuyan a la incrementalidad del proceso de resoluci�on, si nuevas restricciones sona~nadidas en el futuro.Est�a impl��cito en todo lo anterior la existencia de un dominio pre�jado al que se re�erentodas las nociones de satisfactibilidad de condiciones, resoluci�on de restricciones, etc. Yla combinaci�on dominio/lenguaje sugiere la idea de `estructura'. As��, en un sentido a�unm�as general podemos concebir la computaci�on con restricciones como computaci�on sobre



1 INTRODUCCI �ON 3una estructura determinada, y su inter�es radica en la posibilidad de aprovechar mecanismose�cientes, espec���cos de la estructura, que se conozcan previamente o se dise~nen al efecto.La conexi�on, siquiera circunstancial, entre la programaci�on l�ogica y la resoluci�on de res-tricciones aparece desde los mismos or��genes de Prolog 1. En sus trabajos sobre Prolog II[31, 32, 33], Colmerauer considera programas que constan de cl�ausulas de Horn, pero reem-plaza la noci�on de uni�caci�on sint�actica entre t�erminos por la de resoluci�on de sistemas deecuaciones y desigualdades, cuyas soluciones deben entenderse en el universo de los �arbolesregulares 2, y para los que se proporciona un sistema de resoluci�on y paso a forma resuelta.Como vemos, aparecen ya { dentro de un contexto de programaci�on l�ogica { las dos nocionesb�asicas de la programaci�on l�ogica con restricciones:� Sustituir el universo de Herbrand de los �arboles �nitos como dominio de c�omputo, porotros dominios (el de los �arboles regulares, en este caso).� Reemplazar la uni�caci�on sint�actica por otros mecanismos de resoluci�on de restriccionesformuladas en alg�un lenguaje (resoluci�on de sistemas de igualdades y desigualdades eneste caso).. Aunque Prolog II es reconocido habitualmente hoy en d��a como el primer lenguaje l�ogicocon restricciones, el impulso de�nitivo a la programaci�on l�ogica con restricciones (CLP) vinodado por la introducci�on, por parte de Ja�ar y Lassez [78, 79], del esquema CLP (X) comomarco general para realizar CLP. Existen, a nuestro juicio, bastantes razones para el �exitode esta propuesta:� La motivaci�on que hay detr�as de CLP (X) es muy s�olida, al menos para la comunidadde los programadores, y en cierto modo complementaria de la de Prolog II: el argumentopara crear Prolog II es que Prolog est�a demasiado alejado de la teor��a; el argumentode CLP (X) es que Prolog est�a demasiado alejado de la pr�actica. Ello es debido alsometimiento de la programaci�on l�ogica al universo de Herbrand, que obliga a unarepresentaci�on simb�olica de los datos que resulta forzada, poco intuitiva, y lo que esrealmente grave 3, impide utilizar mecanismos e�cientes de c�omputo que se conozcanpara el dominio en cuesti�on. Esta motivaci�on se ve reejada en el hecho de que laintroducci�on de CLP (X) es simult�anea a la aparici�on de CLP (R) [70, 82] ([83, 84]son referencias actualizadas), una instancia del esquema cuyo dominio son los n�umerosreales, y que maneja como restricciones sistemas (lineales) de ecuaciones, inecuacionesy desigualdades, para cuya resoluci�on utiliza m�etodos num�ericos e�cientes, como elimi-naci�on gaussiana o el m�etodo del simplex.1Seg�un comenta Colmerauer en [33], el primer int�erprete para un incipiente Prolog, realizado por Roussel[133], inclu��a la resoluci�on combinada de igualdades y desigualdades entre t�erminos, algo t��picamente aso-ciado al contexto de la programaci�on l�ogica con restricciones. Este aspecto desapareci�o en el Prolog queconoci�o (y conquist�o) el mundo, y fue sustituido por versiones m�as pragm�aticas de la igualdad y desigualdad,que simplemente veri�can la uni�cabilidad o no uni�cabilidad de t�erminos.2Un �arbol es regular (o racional) si s�olo tiene un n�umero �nito de sub�arboles distintos.3Al �n y al cabo, tambi�en es forzada y poco intuitiva la idea cartesiana de algebrizar la geometr��a, y nadiedir��a hoy en d��a que la idea era desafortunada.



1 INTRODUCCI �ON 4� La adopci�on de un `esquema' parametrizado por una estructura, que se convierte enun lenguaje concreto al adoptar una estructura concreta, supone un acierto formal. Elcamino estaba ya iniciado en [80] donde, aunque el dominio era te�oricamente arbitrario,las condiciones impuestas a �el lo hac��an equivalente a un cociente del universo de Her-brand de�nido por una teor��a ecuacional, que jugaba en este caso el papel de par�ametrodel esquema.� En la propia concepci�on del marco te�orico est�a la pretensi�on de que las propiedadessem�anticas de la programaci�on l�ogica { en particular, existencia de modelo m��nimocaracterizable como m��nimo punto �jo [50, 100, 5] { deben preservarse en todas lasinstancias del esquema. La idea importante aqu�� es que la programaci�on l�ogica tieneestas propiedades por el uso de cl�ausulas de�nidas ; el universo de Herbrand y launi�caci�on tienen poco que ver con dichas propiedades. Imponiendo adem�as condicionesadicionales sobre el dominio y el lenguaje de restricciones se pueden extender a�un m�ascaracter��sticas de la programaci�on l�ogica, como son la existencia de una sem�antica l�ogica(que establece la equivalencia entre respuestas computadas y f�ormulas demostrables enuna teor��a) y una sem�antica de la negaci�on como fallo �nito.Los principales resultados te�oricos acerca de CLP (X) se encuentran en el trabajo original [78],aunque revisiones y mejoras de sus fundamentos aparecen en [55, 109, 81]. Introduccionessencillas a CLP (X) son [96, 30, 54]. Un intento de extender el uso de restricciones a cl�ausulasgenerales aparece en [23].En [73] se da una visi�on algo m�as general de CLP, que hace abstracci�on de la sintaxis(en CLP (X) se asume que las estructuras de base son �-estructuras, siendo � una signaturade primer orden), y se considera una clase de estructuras en lugar de una sola. Aparte deello, el trabajo es muy interesante por la sencillez de las demostraciones que propone (es dedestacar, en particular, la elegancia de la demostraci�on de la completitud de la resoluci�oncon restricciones).Desde su aparici�on, el esquema CLP (X) ha monopolizado pr�acticamente la idea de pro-gramaci�on l�ogica con restricciones, de modo similar a lo que ocurre con Prolog y la progra-maci�on l�ogica. Muchos trabajos se han dedicado desde entonces a diversos aspectos de CLP.Puede decirse que, en su conjunto, dichos trabajos abordan un espectro de problemas [81, 12]que se corresponde con los problemas que interesan en programaci�on l�ogica. Algunas l��neassigni�cativas son:� Dise~no e implementaci�on de diferentes sistemas (lenguajes): CLP (R) [70, 82, 83, 84],CAL [135], CHIP [47, 48, 71], Prolog III [34], CLP (H=E) [3], flogg [49, 22].� Negaci�on constructiva [145].� Programaci�on concurrente con restricciones [136, 137].1.2 Programaci�on l�ogico funcionalLa integraci�on de la programaci�on l�ogica y la programaci�on funcional es quiz�as la combi-naci�on de paradigmas m�as estudiada y mejor entendida. Algunas recopilaciones de distintaspropuestas pueden encontrarse en [10, 65, 2, 114, 66, 69].



1 INTRODUCCI �ON 5El motivo de tal inter�es proviene de que cada uno de los dos paradigmas, que tienenen com�un su naturaleza declarativa con una s�olida fundamentaci�on matem�atica, presentaparticularidades deseables para la programaci�on de alto nivel: multidireccionalidad de losargumentos, indeterminismo, variable l�ogica, estructuras de datos incompletas {en el caso dela programaci�on l�ogica {, evaluaci�on determinista, funciones parciales, orden superior, tiposy polimor�smo { en el de la programaci�on funcional {. En t�erminos gen�ericos, el estilo l�ogicoes adecuado para hacer abstracci�on del control en procesos de b�usqueda y generaci�on dedatos, mientras que en el estilo funcional se expresan mejor problemas con un ujo de datosdeterminista, teniendo un aire m�as `algor��tmico'.A pesar de que la programaci�on de orden superior es un ingrediente fundamental de laprogramaci�on funcional moderna, la mayor parte de las propuestas de integraci�on FP + LPcubren �unicamente aspectos de primer orden. La di�cultad de incluir tambi�en aspectos deorden superior puede ser explicada por el hecho de que la sem�antica denotacional habitual delos lenguajes funcionales de OS, basada en dominios obtenidos como soluci�on de ecuacionesrecursivas, no es adecuada { como se muestra p. ej. en [63, 61] { desde un punto de vistal�ogico, en el que los c�omputos quieren verse como deducciones. M�as adelante comentaremosbrevemente algunas propuestas que incluyen orden superior para la integraci�on FP + LP. Laprogramaci�on funcional de primer orden, sin embargo, puede basarse en la l�ogica ecuacionaly la reescritura, mucho m�as f�acilmente combinable con la programaci�on l�ogica relacional,basada en l�ogica de Horn y resoluci�on.En algunas de las propuestas de integraci�on se da clara prioridad a la parte funcional,proporcionando ciertas capacidades l�ogicas a un lenguaje funcional previo. As�� ocurre, p. ej.,con los lenguajes funcionales con abstracciones de conjuntos [43, 38, 141], y de manera inclusom�as acusada con otros lenguajes funcionales que incorporan s�olo parte de las caracter��sticasde la programaci�on l�ogica, como pueden ser variables l�ogicas y alguna forma restringida deuni�caci�on [128, 85].Un enfoque mucho m�as frecuente ha consistido en adoptar una postura m�as sim�etricaentre ambos paradigmas, mediante alg�un tipo de combinaci�on, tanto en lo referente a lasintaxis, como a los principios operacionales.En cuanto a la sintaxis, los ingredientes b�asicos a combinar son ecuaciones y cl�ausulas deHorn. Aunque hay una variedad enorme en la forma de concretar la sintaxis, un formalismosu�cientemente general en el que caben la mayor parte de las propuestas es el de los sistemasde reescritura condicionales [88, 13, 45] o, alternativamente, cl�ausulas de Horn ecuacionales[126, 74].Por lo que se re�ere al mecanismo operacional, se suele adoptar alguno que generalice,por una parte el ajuste de patrones (`matching') y reescritura { principio operacional de laprogramaci�on funcional { con la uni�caci�on y resoluci�on { principio operacional de la progra-maci�on l�ogica {. En general, esto requiere reemplazar la uni�caci�on por uni�caci�on sem�anticao E-uni�caci�on [56, 87, 140]. Sin embargo, la E-uni�caci�on es un problema demasiado dif��cil,y sus m�etodos generales demasiado ine�cientes para ser considerada como base del meca-nismo de c�omputo de un lenguaje de programaci�on. Por este motivo, la mayor parte de laspropuestas adoptan alguna restricci�on sobre los programas de modo que se pueda utilizaralg�un procedimiento m�as e�ciente de E-uni�caci�on. Este procedimiento es, en casi todoslos casos, estrechamiento (`narrowing'). El estrechamiento, tal como fue propuesto en [142],



1 INTRODUCCI �ON 6sigue siendo una regla demasiado ine�ciente, m�as adecuada para la demostraci�on autom�aticaque para un lenguaje de programaci�on. Sucesivos re�namientos del estrechamiento, y muy enparticular el estrechamiento b�asico (`basic narrowing') [77, 124, 111] y sus muchas variantes,persiguen el objetivo de reducir el espacio de b�usqueda, a costa posiblemente de imponerrestricciones adicionales a los sistemas de reescritura. Una de las restricciones consideradascomo razonables para un lenguaje de programaci�on es la disciplina de constructoras [125],por la que el conjunto de s��mbolos de funci�on se divide en dos: s��mbolos de constructora,para los que no hay reglas, y s��mbolos de funci�on propiamente dichos.El n�umero de variantes del estrechamiento que se han propuesto es casi tan elevadocomo el n�umero de lenguajes propuestos. En [69] se citan hasta 18 tipos distintos de es-trechamiento (m�as a�un si se incluyen aquellos lenguajes que, como K-LEAF [99, 58] simulanestrechamiento mediante resoluci�on). De los posibles criterios para clasi�car tan abultadacolecci�on de lenguajes y mecanismos operacionales, nos interesa destacar un aspecto: mu-chos de los lenguajes asumen terminaci�on de los sistemas de reescritura que constituyen losprogramas, para garantizar la completitud (de la variante) del estrechamiento que utilizan,normalmente derivada del estrechamiento b�asico. En general, en estos casos, la sem�anticaoperacional se corresponde con lo que ser��a evaluaci�on impaciente en un lenguaje funcional,y la sem�antica declarativa hace referencia a (posiblemente alg�un cociente de) el universo deHerbrand de los t�erminos (�arboles) �nitos.Otros lenguajes eluden la condici�on de terminaci�on, para poder capturar la idea de eva-luaci�on perezosa y los c�omputos con estructuras de datos in�nitos, caracter��sticos de mu-chos lenguajes funcionales modernos [75]. Como contrapartida, otras restricciones { comodisciplina de constructoras, linealidad por la izquierda, no ambig�uedad { son impuestas[58, 63, 118]. Un ejemplo de ello es el lenguaje BABEL [117, 114, 118], que puede en-cuadrarse en la categor��a de los lenguajes l�ogico-funcionales al estilo de Reddy [131, 132], queutilizan sintaxis funcional y, lo que es m�as importante, estrechamiento perezoso como meca-nismo de c�omputo. El estrechamiento perezoso retrasa la evaluaci�on de los argumentos deuna funci�on hasta que son realmente necesarios para calcular el resultado de la llamada a lafunci�on. Los mismos principios de evaluaci�on perezosa, en este caso simulando estrechamientoperezoso mediante resoluci�on, sigue K-LEAF [99, 58]. K-LEAF y BABEL comparten unasem�antica declarativa de modelo m��nimo basada en dominios de Scott [138], y m�as en par-ticular, en el universo de Herbrand in�nitario, que consta de los �arboles �nitos o in�nitos,total o parcialmente de�nidos, construidos por medio de un conjunto de constructoras, m�asun elemento ? inde�nido a~nadido. Las interpretaciones dan signi�cado a las funciones comofunciones continuas (en el sentido de la teor��a de dominios). Debido a la sem�antica, se dis-tingue entre la igualdad `verdadera' (=) en el dominio, que no es continua, y una igualdadestricta o continua ==, que es la que puede aparecer en los lados derechos de las reglas.Tanto en K-LEAF como en BABEL se supone == de�nida a trav�es de una serie de reglas,que fuerzan a su interpretaci�on como igualdad estricta. El lenguaje SFL [63, 64, 61] com-parte muchas caracter��sticas con BABEL. Las principales diferencias estriban en que SFLincorpora variables l�ogicas de orden superior, y la igualdad estricta est�a tratada como unaprimitiva prede�nida, y no como una funci�on m�as de�nida a trav�es de reglas. La sem�anticaoperacional est�a al cargo directo de == mediante reglas de transformaci�on espec���cas.En cuanto a las propuestas de implementaci�on de lenguajes l�ogico-funcionales, los enfoquesm�as habituales seguidos se recogen en la siguiente clasi�caci�on:



1 INTRODUCCI �ON 7� Traducci�on ( o compilaci�on) a otro lenguaje declarativo, usualmente Prolog. L�as t�ecni-cas utilizadas se pueden considerar descendientes de algunas propuestas m�as antiguaspara hacer alg�un tipo de evaluaci�on perezosa en Prolog [122, 123]. Implementacionesbasadas en compilaci�on a Prolog se describen en [28, 86, 103, 7, 8].� Desarrollo de m�aquinas abstractas dise~nadas al efecto. En este caso la variedad depropuestas es mayor (v�eanse [29, 69] como `surveys' sobre el tema). Se pueden agruparen dos grandes familias:{ Extensi�on de m�aquinas para lenguajes l�ogicos { lo que en la pr�actica equivalea decir extensi�on de la m�aquina abstracta de Warren (WAM) [148, 1] { paraincorporar capacidades funcionales. Ejemplos de ello son [19, 68, 119].{ Extensi�on de m�aquinas para lenguajes funcionales [127] para incorporar capaci-dades l�ogicas (uni�caci�on y `backtracking'). Ejemplos de ello son [91, 116, 102, 25,149, 101].La incorporaci�on plena de capacidades de orden superior en los lenguajes l�ogico fun-cionales, de modo que se disponga no s�olo de funciones de orden superior, sino tambi�en devariables l�ogicas de orden superior, ha sido tratada en muchas menos ocasiones.El lenguaje �-Prolog [112, 121] extiende Prolog con variables l�ogicas de orden superior,�-expresiones y uni�caci�on de orden superior. El lenguaje est�a fundado en el fragmentode Horn de una l�ogica de orden superior, mucho m�as potente, que combina la l�ogica depredicados con con el �-c�alculo con tipos. El lenguaje hace �enfasis en la componente l�ogica,en detrimento de los aspectos funcionales; en particular, no se contempla la posibilidad dede�nir funciones de modo recursivo.En el lenguaje l�ogico-funcional de orden superior IDEAL [20, 11] se pueden de�nir fun-ciones mediante reglas condicionales y predicados mediante cl�ausulas de�nidas. Tanto parala sem�antica como para la implementaci�on, IDEAL se remite al lenguaje de primer ordenK-LEAF [99, 58], a trav�es de una traducci�on que sigue las ideas de Warren en [147].Un tratamiento m�as completo del orden superior en programaci�on l�ogico-funcional se daen el lenguaje SFL [62, 63, 64, 61], cuyos programas son sistemas de reescritura aplicativoscondicionales, que siguen la disciplina de constructoras y admiten variables extra en lascondiciones. A diferencia de IDEAL, SFL dispone de sem�anticas declarativa y operacionalde orden superior, con resultados de correcci�on y completitud, compatibles adem�as con unatraducci�on a primer orden al estilo de Warren, que puede ser probada tambi�en correcta ycompleta [60, 61].1.3 Programaci�on l�ogico funcional con restriccionesAunque la inclusi�on de restricciones como parte de un lenguaje de programaci�on parece ligadade modo m�as natural al esp��ritu de la programaci�on l�ogica que al de la programaci�on funcional,existen propuestas para la combinaci�on FP + CP, para obtener programaci�on funcional conrestricciones (CFP). Conocemos dos al respecto.En [39] se propone una modi�caci�on del esquema de H�ofeld-Smolka [73] como base parala programaci�on funcional con restricciones, desarrollando un esquema CFP (X) al estilo de



1 INTRODUCCI �ON 8CLP (X). Sin embargo, las funciones son indeterministas (sus valores son conjuntos), y ellenguaje es de primer orden, por lo que en de�nitiva puede considerarse que una funci�onCFP (X) es una variante sint�actica de un predicado de CLP (X).Otra propuesta que puede servir como base para CFP es el �-c�alculo con restricciones(constrained �-calculus) de [37, 110]. Es una extensi�on del �-c�alculo que incorpora a la sintaxisla posibilidad del uso de restricciones, as�� como una regla de reducci�on que, en caso de queuna restricci�on determine funcionalmente los valores de algunas variables, permite sustituir�estas por aquellos. Se imponen condiciones muy fuertes para garantizar la propiedad deChurch-Rosser del sistema. Adem�as, las funciones de�nidas son estrictas.En cuanto a la combinaci�on Programaci�on l�ogica + Programaci�on funcional + Progra-maci�on con restricciones (LP + FP + CP), para obtener Programaci�on l�ogico funcional conrestricciones (CFLP), tampoco abundan las propuestas.En [41, 42] se propone el paradigma DCP (De�nitional Constraint Programming) parade�nir lenguajes l�ogico funcionales con restricciones. DCP es en realidad un esquemaDCP (X), donde la idea de esquema es la misma que la nuestra, heredada por tanto deCLP (X): se obtiene un lenguaje al �jar un sistema de restricciones X determinado. Aligual que en [73], la noci�on de sistema de restricciones hace abstracci�on de la sintaxis. Ent�erminos generales, DCP (X) se de�ne como CLP (FP (X)), es decir, como una instanciade CLP (X) donde la estructura de base se enriquece con nuevas funciones de�nidas pormedio de un lenguaje funcional, y el lenguaje de restricciones se ampl��a con ecuaciones entreFP (X)-expresiones, a resolver por estrechamiento. En DCP (X) no se permite el uso de res-tricciones en la de�nici�on de las funciones, con lo que la integraci�on conseguida est�a bastantelimitada. Por otra parte, las propiedades sem�anticas del esquema no est�an del todo aclaradasen los trabajos citados.En [120] se presenta el lenguaje CFLP�L, de�nido como una extensi�on del �-c�alculo paraincluir variables l�ogicas, elecciones no deterministas y restricciones. La extensi�on est�a ins-pirada en el �-c�alculo con restricciones de [37, 110], con quien comparte algunas de suslimitaciones, en particular la naturaleza estricta de las funciones. Como estructuras de basese consideran modelos iniciales de especi�caciones algebraicas. Los modelos est�an restringi-dos a ser �algebras generadas por t�erminos (term generated). Los autores alegan para elloque no tiene inter�es considerar dominios de base en los que hay elementos no representablescomo t�erminos; pero uno de los aspectos importantes de las restricciones es su capacidad pararepresentar impl��citamente elementos del dominio, que no tienen por qu�e poderse representarcomo t�erminos. Por ejemplo, la restricci�on X �X = 2; X > 0 representa impl��citamente enCLP (R) al n�umero p2, que no es representable como t�ermino en el lenguaje. Asimismo,en Prolog II, la restricci�on X = s(X) representa un �arbol racional in�nito, que no es repre-sentable como t�ermino. Como vemos, dos de los lenguajes con restricciones m�as representa-tivos incumplen el requisito pedido en CFLP � L. En cuanto a la sem�antica del lenguaje,se proporciona una sem�antica de continuaciones (continuation semantics) que determina lasem�antica operacional. No se aporta sem�antica declarativa.En [107] se presenta por vez primera nuestra propuesta de integraci�on para CFLP atrav�es del esquema CFLP (X). Si bien los fundamentos de la sem�antica declarativa quedanall�� establecidos con precisi�on, no ocurre lo mismo con los aspectos operacionales, que est�anlimitados al caso, muy particular, de que los dominios de base sean cpo's planos y todas las



1 INTRODUCCI �ON 9funciones, tanto primitivas como de�nidas, sean estrictas. El estudio del estrechamiento porrestricciones para el caso general { dominios de Scott cualesquiera como soportes y funcionesposiblemente no estrictas { se realiza en [105]. Sin embargo, en este trabajo no se abordala cuesti�on de la combinaci�on del estrechamiento por restricciones con alg�un mecanismo, es-pec���co de la estructura de base, de resoluci�on con restricciones, con lo que la aplicabilidadpr�actica del esquema queda en entredicho. La extensi�on de CFLP (X) para incluir dichacombinaci�on, as�� como la aplicaci�on al lenguaje SFL 6= de las propiedades generales del es-quema, se presentan en [8]. Ese trabajo no contiene ninguna demostraci�on; es esta memoriala que da respaldo a los resultados all�� contenidos.Terminamos este apartado citando el inter�es tambi�en creciente que est�a despertando eluso de restricciones en el campo de la reescritura, deducci�on ecuacional y, de modo m�asgen�erico, de la demostraci�on autom�atica [89, 26, 134]. Estas investigaciones tienen ciertarelaci�on con la amalgama LP + FP + CP, ya que la reescritura y la l�ogica ecuacional formanparte de los fundamentos de muchas propuestas para la combinaci�on LP + FP. Sin embargo,el inter�es en esos trabajos se circunscribe a restricciones sobre dominios simb�olicos (t�erminos,habitualmente), como son igualdad, desigualdad, prioridad seg�un alg�un orden de t�erminos,etc., estando por tanto alejados de nuestra idea de que la programaci�on con restriccionesse re�ere a computaci�on sobre dominios predeterminados cualesquiera. Se puede, de todosmodos, descubrir una relaci�on m�as estrecha en algunos trabajos relativos a problemas deuni�caci�on en dominios combinados [90, 21].



2 EL ESQUEMA CFLP (X) 102 El esquema CFLP (X)2.1 Estructuras con restriccionesPor simplicidad, consideraremos estructuras sobre una signatura con un s�olo g�enero. Unasignatura es un conjunto de s��mbolos �, cada uno de los cuales tiene una aridad asociadan � 0. El conjunto de s��mbolos � lo suponemos dividido como � = F [ �, siendo F y �disjuntos. F es el conjunto de s��mbolos de funci�on primitiva y � el de s��mbolos de predicado(o relaci�on) primitivo. Si Fn (�n resp.) es el conjunto de s��mbolos de F (� resp.) de aridadn, tenemos F = Sn2N Fn y � = Sn2N �n.Los s��mbolos de F y � deben ser entendidos como s��mbolos de funciones (u operaciones)y predicados (o relaciones) con un signi�cado pre�jado y conocido de antemano, de�nidossobre un cierto dominio tambi�en pre�jado. Dichas funciones y predicados no requieren portanto ser de�nidos, sino que su signi�cado pretendido, y el dominio sobre el que act�uan,queda expresado a trav�es de la noci�on de estructura sobre la signatura �.De�nici�on 2.1 (Estructuras con restricciones)Dada una signatura �, una �{estructura con restricciones R es una ternah(D;vD); ffRgf2F ; fpRgp2�ien donde� El conjunto D, con el orden vD, es un dominio de Scott [138],� Para cada f 2 Fn, fR es una funci�on continua (en el sentido de teor��a de dominios)fR : D � : : :�D �! D� Para cada p 2 �n, pR es una funci�on continua (en el sentido de teor��a de dominios)pR : D � : : :�D �! Bool, siendo Bool el dominio ftrue;?boolg.Por comodidad suponemos que ftrue;?boolg es un subdominio de D, es decir, que true 2 Dy ?bool = ?D.N�otese que la continuidad de pR signi�ca que se tiene pR(x1; : : : ; xn) = true si y solosi pR(u1; : : : ; un) = true para ciertas aproximaciones �nitas ui vD xi. Expresamos estotambi�en diciendo que pR es una relaci�on continua. Puesto que en el estudio de CFLP (X)s�olo haremos algunas referencias marginales al problema de la negaci�on, podemos interpretar?bool como el valor booleano false, lo que contrasta con el enfoque trivalorado de [95] queutiliza tres valores l�ogicos ftrue; false;?boolg para distinguir la situaci�on en que se sabepositivamente que un �atomo b es falso del caso en que se desconozca si es cierto o falso.A continuaci�on de�niremos el lenguaje de restricciones determinado por una signatura�. Previamente, indiquemos que la signatura � y un conjunto numerable de variables Vpermiten de�nir de la forma habitual los siguientes dominios sint�acticos:t 2 TF expresiones primitivas cerradast 2 TF (V ) expresiones primitivasc 2 B�;F �atomos primitivos cerrados; c � p(t1; : : : ; tn); p 2 �; ti 2 TFc 2 B�;F (V ) �atomos primitivos; c � p(t1; : : : ; tn); p 2 �; ti 2 TF (V )



2 EL ESQUEMA CFLP (X) 11De�nici�on 2.2 (Restricciones)Dada una signatura � = F [ �, el conjunto Con� de �{restricciones primitivas es el cierremediante conjunci�on y cuanti�caci�on existencial del conjunto de �atomos B�;F (V ).N�otese que en una restricci�on pueden aparecer variables (de hecho, es lo natural), pero,por comodidad, en la notaci�on Con� hemos omitido la referencia al conjunto de variables V .Puesto que no contemplamos negaci�on ni cuanti�caci�on universal, toda restricci�on ' 2Con� admite una forma prenexa equivalente de la forma 9X(c1; : : : ; cn), donde ci 2 B�;F (V )y la coma `;' representa la conjunci�on. Asumiremos a lo largo del trabajo que las restriccionesest�an en esta forma prenexa. Aceptamos tambi�en que en Con� est�a la restricci�on trivialmentecierta, que notamos por true, aunque suponga un abuso de notaci�on, pues true est�a yautilizado para otros prop�ositos. En ocasiones nos ser�a �util considerar una conjunci�on comoel multiconjunto de las componentes que la integran.De�nici�on 2.3 (Valoraciones)Sea R una �{estructura con restricciones. Una valoraci�on es una aplicaci�on � : V �! D.Cada valoraci�on � puede extenderse de modo natural a TF (V ) y B�;F (V ). Dotamos alconjunto de valoraciones VAL del orden usual�1 vV AL �2 , �1(X) vD �2(X); para todoX 2 Vcon el que (VAL;vVAL) es un dominio de Scott, cuyos elementos �nitos est�an caracterizadosdel siguiente modo: � 2 VAL es �nita , �(X) es �nito; 8X 2 V ^ �(X) = ?D; 8X 2 Vexcepto un n�umero �nito.De�nici�on 2.4 (Satisfacci�on de restricciones)� Una valoraci�on � satisface (o es soluci�on de) un �atomo primitivo c (y escribimos � j= c)si �(c) = true.� Una valoraci�on � satisface (o es soluci�on de) una restricci�on primitiva sin cuanti�ca-ciones ' � c1; : : : ; cn (y escribimos � j= ') si � j= ci, para todo i.� Una valoraci�on � satisface (o es soluci�on de) una restricci�on primitiva ' � 9X (yescribimos � j= ') si �0 j=  para alguna valoraci�on �0 que coincida con � sobre V �X.� Una restricci�on primitiva ' es satisfactible si existe � tal que � j= '.Obs�ervese que, aunque t�ecnicamente suponemos que una valoraci�on est�a de�nida sobreel conjunto V de todas las variables, con la de�nici�on anterior es claro que para tener � j= 's�olo es relevante el valor de � sobre las variables libres de '.Debemos asumir, para que el lenguaje que estemos de�niendo tenga inter�es, que la satis-factibilidad de una restricci�on puede ser veri�cada de forma efectiva por alg�un mecanismode resoluci�on de restricciones. A pesar de ello, gran parte del estudio de las propiedades



2 EL ESQUEMA CFLP (X) 12del esquema CFLP (X) no dependen de este hecho, por lo que de momento no necesitamosextendernos m�as sobre el tema. M�as adelante analizaremos el papel que puede jugar en losc�omputos un tal mecanismo de resoluci�on de restricciones, as�� como algunas propiedades quedebe cumplir para poder esperar un buen comportamiento del sistema de c�omputo.2.2 De�nici�on de nuevas funciones. CFLP -programasDada una signatura � = F [�, consideremos una nueva signatura � de modo que �\� = ;.Los s��mbolos de � deben ser entendidos como s��mbolos de funciones no primitivas, cuyosigni�cado debe ser de�nido por el usuario como se indica a continuaci�on. La nueva signaturaagranda los dominios sint�acticos ae 2 TF[�(V ) Expresionesb 2 B�;F[�(V ) Atomos' 2 Con�[� RestriccionesPuesto que los �unicos s��mbolos de predicado de los que disponemos son los primitivos de�, todos los �atomos de que consta una restricci�on ' 2 Con�[� son de la formap(e1; : : : ; en); p 2 �; ei 2 TF[�(V )N�otese la posibilidad de que los argumentos de un �atomo tengan subexpresiones no primitivas.Los s��mbolos no primitivos se de�nen mediante reglas condicionales con restricciones. EnconcretoDe�nici�on 2.5 (Reglas. Programas)� Una regla para f 2 � es de la formaf(X1; : : : ; Xn) = e( 'donde1. X1,...,Xn son variables distintas2. e 2 TF[�(V )3. ' 2 Con�[�� Un programa para � es un conjunto �nito de reglas para los s��mbolos de �.f(X1; : : : ; Xn) es la cabeza de la regla, e el cuerpo y ' la restricci�on. N�otese que en elcuerpo y la restricci�on de una regla pueden aparecer funciones no primitivas. Aceptaremosf(X1; : : : ; Xn) = e como abreviatura def(X1; : : : ; Xn) = e( trueA falta por supuesto de dotar a las reglas de un programa de una sem�antica decla-rativa precisa, podemos de momento proporcionar la siguiente lectura l�ogica a una regla



2 EL ESQUEMA CFLP (X) 13f(X1; : : : ; Xn) = e( ': `f(X1; : : : ; Xn) es igual a (m�as precisamente, est�a aproximado por)e si se veri�ca la condici�on ''.No imponemos en principio ninguna condici�on sint�actica adicional sobre las reglas de unprograma, como podr��an ser `inexistencia de variables libres en el cuerpo de una regla' o `noambig�uedad del conjunto de reglas correspondientes a un mismo s��mbolo'. El motivo es quequeremos estudiar con la m�axima generalidad en qu�e condiciones podemos dar `signi�cado'a un programa. Como veremos, para ello s�olo ser�a requerida una condici�on sem�antica muygeneral de consistencia del programa.N�otese tambi�en que, a diferencia de la presentaci�on del esquema que se hace en [107, 105],no contemplamos expl��citamente la posibilidad de de�nir predicados no primitivos. Ello nosupone realmente p�erdida de generalidad, pues un predicado p puede de�nirse mediante reglasde la forma p(X1; : : : ; Xn) = true( 'para las que podr��amos usar notaci�on clausalp(X1; : : : ; Xn) : �'Existe adem�as la posibilidad de incluir en la restricci�on de una regla condiciones de laforma p(e1; : : : ; en) == trueque podr��amos abreviar a p(e1; : : : ; en)Estamos asumiendo aqu�� que entre los s��mbolos de � disponemos de alg�un tipo de igualdad==. De no ser as��, de�nir��amos == como igualdad estricta para el subdominio Bool, esdecir: (x == y) = true si y solo si x = y = true.2.3 Algunas instancias de CFLP (X)En este apartado estudiamos algunas instancias de CFLP (X), poniendo de mani�esto c�omoel esquema es una generalizaci�on de otros paradigmas de programaci�on declarativa, que seconvierten en casos particulares de aqu�el.2.3.1 Programaci�on l�ogica como instancia de CFLP (X)Un programa l�ogico sobre una signatura de constructoras 4 CS = SCSn que de�na unconjunto de predicados � puede entenderse como un programa en la instancia CFLP (HCS )de�nida como sigue:� Como signatura de base consideramos � = CS [ f==g 5.4En el contexto de la programaci�on l�ogica relacional lo habitual es llamar `s��mbolos de funci�on' a lo queaqu�� llamamos `constructoras', ya que no se contempla la posibilidad de m�as funciones que las libres paraconstruir t�erminos.5En todas las instancias del esquema utilizaremos == como s��mbolo de la igualdad, porque su interpretaci�onnunca va a poder ser la igualdad = `de verdad`, que no es continua en ning�un dominio no trivial.



2 EL ESQUEMA CFLP (X) 14� El dominio HCS? de la �-estructura de base es la extensi�on a cpo plano del universo deHerbrand HCS de�nido por CS, al que a~nadimos un elemento inde�nido ?. El universode HerbrandHCS es el conjunto de los t�erminos sin variables { equivalentemente, �arboles�nitos { TCS . El orden en HCS? viene dado, como en toda extensi�on de un conjunto acpo plano, por a v b, (a = ? _ a = b); para todos a; b 2 HCS?� Los s��mbolos primitivos de � = CS [ f==g est�an interpretados por las extensionesestrictas de las constructoras libres de CS y la igualdad 6 en HCS , respectivamente.� Las reglas del programa l�ogico, que ser�an de la formap(t1; : : : ; tn) : �b1; : : : ; bm:siendo p 2 �, ti t�erminos, bj �atomos, deben transformarse en la CFLP -reglap(X1; : : : ; Xn) = true( X1 == t1; : : : ; Xn == tn;b1 == true; : : : ; bm == trueque considera al predicado p como una funci�on `booleana' que toma el valor true paralos argumentos en los que el predicado p se veri�ca, y el valor ? para el resto (incluidoel ? a~nadido al dominio).Obs�ervese que la uni�caci�on est�a contemplada como un problema de resoluci�on de restriccio-nes: la uni�caci�on de un argumento Xi con el t�ermino ti se expresa mediante la restricci�onXi == ti. El que de modo adicional el �atomo bj en el cuerpo de una regla se transformeen la restricci�on bj == true es menos relevante. Se debe simplemente al hecho ya comen-tado de que la sintaxis propuesta requiere que las condiciones de una regla sean restriccionesexpresadas mediante los predicados primitivos. Por comodidad, aceptamos en lo que siguela sintaxis de `programa l�ogico' como una abreviatura para la sintaxis de las CFLP -reglascorrespondientes.Introducimos a continuaci�on un ejemplo concreto que nos servir�a para comparar c�omoalgunos lenguajes declarativos se pueden considerar como instancias del esquema CFLP (X).Ejemplo 2.1El ejemplo consiste simplemente en programar un aut�omata que reconozca el lenguaje(ab)�. El aut�omata dispone de tres estados { sa; sb; sno { que representan respectivamente `seespera una a', `se espera una b' y `rechazar'. El estado sa es el inicial y el �unico aceptador.Las transiciones son las obvias.Una forma natural de escribir un programa l�ogico para el aut�omata es la siguiente, sisuponemos que la entrada est�a representada como una lista y los estados como constantes.6La extensi�on estricta == de la igualdad = en HCS vendr�a dada por: (x == y) = true si y solo si x; y soniguales y distintos de ?; en otro caso, (x == y) = ?.



2 EL ESQUEMA CFLP (X) 15aceptar(L) : �inicial(S0); recorrer(L; S0; Sn); aceptador(Sn):recorrer([ ]; S; S):recorrer([X j Xs]; S; Sn) : �delta(X;S; S1); recorrer(Xs;S1; Sn):delta(a; sa; sb): delta(b; sa; sno):delta(a; sb; sno): delta(b; sb; sa):delta(a; sno; sno): delta(b; sno; sno):inicial(sa):aceptador(sa):Con las convenciones sint�acticas indicadas m�as arriba, el programa anterior es un CFLP -programa.Es interesante comentar que el hecho de considerar la programaci�on l�ogica como instanciade CFLP (X) nos proporciona de modo inmediato mayores recursos expresivos, ya que sepueden de�nir funciones, y no solamente `predicados' (funciones con valor true). En elprograma anterior es posiblemente m�as natural considerar los predicados recorrer=3; delta=3como funciones recorrer=2; delta=2 de�nidas por las reglasrecorrer([ ]; S) = S:recorrer([X j Xs]; S) = recorrer(Xs; delta(X;S)):delta(a; sa) = sb: delta(b; sa) = sno:delta(a; sb) = sno: delta(b; sb) = sa:delta(a; sno) = sno: delta(b; sno) = sno:y rede�nir aceptar=1 comoaceptar(L) : �inicial(S0); aceptador(recorrer(L;S0)):N�otese sin embargo que las funciones que se de�nan ser�an funciones estrictas (pues lascondiciones Xi == ti que reemplazan a la uni�caci�on de Xi con ti no se satisfacen si Xi = ?),y que en de�nitiva esta posibilidad de de�nir funciones podr��a perfectamente considerarse asu vez como una facilidad sint�actica en el marco de la programaci�on l�ogica relacional. Detodos modos, similares ampliaciones de Prolog con funciones estrictas han sido objeto dealgunas investigaciones [91] que intentan sacar provecho en la implementaci�on del car�acterfuncional del lenguaje. Como detalle marginal indiquemos que la sem�antica declarativa dellenguaje obtenido queda bien establecida, al ser heredada de la que vamos a desarrollar engeneral para CFLP (X).32.3.2 CFLP (X) como generalizaci�on del esquema CLP (X)El esquema CLP (X) [78, 79, 81] es una generalizaci�on de la programaci�on l�ogica, que seconvierte en una instancia de aqu�el. Mostramos aqu��, siguiendo pautas muy similares a las



2 EL ESQUEMA CFLP (X) 16del apartado anterior, c�omo toda instancia de CLP (X), de�nida de acuerdo con [78, 79],puede considerarse como instancia de CFLP (X).Asumimos pues una instancia CLP (R), en la que est�a �jada una signatura de base� = F [� que consta, como en nuestro caso, de sendos conjuntos de s��mbolos de funcionesprimitivas F y predicados primitivos �. Suele requerirse, aunque no es esencial, que en �haya un s��mbolo de igualdad ==. R es una �-estructura (en el sentido de CLP ), que constade un dominio D (el dominio de c�omputo) e interpretaciones �jas para los s��mbolos de �como funciones y predicados (relaciones) sobre D.La instancia CLP (R) puede convertirse en una instancia CFLP (R?), sin m�as que con-siderar la misma signatura � (a~nadiendo la constante true si es preciso), y la �-estructura (enel sentido de CFLP ) CFLP (R?) que tiene por dominio D? la extensi�on a cpo plano de Dy que interpreta los s��mbolos primitivos como las extensiones estrictas de las intepretacionescorrespondientes en R.La correspondencia entre programas en ambos marcos es casi inmediata: una CLP -reglapara un predicado de�nido tiene la formap(X1; : : : ; Xn) : �b1; : : : ; bm2'siendo los bi �atomos encabezados por predicados de�nidos y ' una restricci�on primitiva. Lacorrespondiente CFLP -regla ser�ap(X1; : : : ; Xn) = true( b1 == true; : : : ; bm == true; 'para la que podr��amos aceptar, como anteriormente, la sintaxis de `programa l�ogico'p(X1; : : : ; Xn) : �b1; : : : ; bm; 'resultando pr�acticamente id�entica a la regla original.Al igual que en el caso de la programaci�on l�ogica, trasladar una instancia de CLP aCFLP nos proporciona de manera `gratuita' la posibilidad de de�nir funciones (que ser�an,como entonces, estrictas).Un lenguaje interesante que puede obtenerse como instancia de CLP (X), y por tanto denuestro esquema CFLP (X), es PROLOG II [31, 32, 33]. PROLOG II puede caracterizarsecomo la instancia CLP (RT CS[f==;6=g), en la que el dominio de c�omputo es el conjunto RTde los �arboles regulares sobre un conjunto de constructoras CS, sobre el que se dispone de lospredicados primitivos de igualdad y desigualdad, que son decidibles en este dominio [32, 108].N�otese que en el dominio plano RT ? que consideramos al pasar al marco CFLP , todos loselementos son �nitos (respecto al orden del dominio) aun cuando sean �arboles in�nitos, y quelas operaciones primitivas son estrictas.Modi�quemos, para aprovechar las posibilidades de PROLOG II, el ejemplo 2.1 delaut�omata { que, por cierto, es una ligera modi�caci�on de un ejemplo propuesto por Col-merauer [31]{. En lugar de utilizar constantes, representamos un estado S del aut�omatacomo un t�ermino estructurado est(St; St0; SiNo), donde St es la representaci�on del estado alque se llega si la entrada es a, St0 el correspondiente para entrada b, y SiNo puede ser si ono, indicando si el estado es aceptador o no.



2 EL ESQUEMA CFLP (X) 17Con esta representaci�on no es necesario hacer expl��cita mediante reglas la funci�on detransici�on, pues toda la informaci�on necesaria est�a incluida en la representaci�on de los estados(en la del inicial, p. ej.). Las siguientes reglas constituyen un programa PROLOG II parael aut�omata, y un programa en CFLP , si adoptamos las facilidades sint�acticas del apartado2.3.1. aceptar(L) : �inicial(S0); recorrer(L;S0; Sn); aceptador(Sn):inicial(Sa) : � Sa == est(Sb; Sno; si);Sb == est(Sno; Sa; no);Sno == est(Sno; Sno; no):recorrer([ ]; S; S):recorrer([a j Xs]; est(S; ; ); Sn) : �recorrer(Xs; S; Sn):recorrer([b j Xs]; est( ; S; ); Sn) : �recorrer(Xs; S; Sn):aceptador(est( ; ; si)):N�otese que Sa; Sb, etc en las reglas anteriores son variables, y que es el predicado inicialel que de�ne, a trav�es de las restricciones en el cuerpo de su regla, la representaci�on parael estado inicial explicada arriba. Pero es necesario disponer de �arboles regulares, pues lascondiciones impuestas a Sa; Sb; Sno en esa cl�ausula admiten como soluci�on �arboles regularesin�nitos. La uni�caci�on sint�actica habitual para t�erminos fallar��a por el `occur-check'.Para terminar con este apartado, recordemos que en nuestro esquema tenemos la posibi-lidad de programar en lo que en este caso podr��amos llamar PROLOG II con funciones. Porejemplo, parece m�as natural de�nir recorrer como funci�on mediante las reglasrecorrer([ ]; S) = S:recorrer([a j Xs]; est(S; ; )) = recorrer(Xs; S):recorrer([b j Xs]; est( ; S; )) = recorrer(Xs; S):2.3.3 Programaci�on l�ogico-funcionalBajo el nombre de `programaci�on l�ogico-funcional' pueden encuadrarse muchos lenguajes(v�ease la secci�on 1.2) que resultan de combinar las caracter��sticas de ambos paradigmas. Deentre ellos, destacamos K-LEAF [99, 58], BABEL [117, 114, 118] y SFL [63, 64, 61] comolos m�as pr�oximos a las ideas sobre las que reposa nuestro esquema CFLP (X). Usaremosen concreto SFL 7 como lenguaje de referencia para el resto de este apartado. La noci�onde programaci�on l�ogico-funcional (de primer orden y perezosa) que proporciona SFL puedeser considerada {como en las instancias anteriores { como programaci�on sobre un dominiode �arboles; pero en este caso la noci�on adecuada de �arbol viene dada por los elementos deluniverso de Herbrand in�nitario H [58, 118] determinado por un conjunto de constructoras,constituido por el conjunto de los �arboles �nitos o in�nitos, total o parcialmente de�nidos,construidos con ayuda de las constructoras m�as un elemento ? a~nadido.En SFL, la forma de de�nir �arboles in�nitos es en cierto modo complementaria de lade Prolog II: podemos de�nir funciones para este prop�osito, pero no predicados de�nidos7M�as exactamente, tomamos aqu�� como referencia el fragmento de primer orden de SFL. La programaci�onde orden superior se considera en la secci�on 2.3.4, m�as adelante.



2 EL ESQUEMA CFLP (X) 18por un conjunto de ecuaciones. El motivo de ello es que la igualdad en el dominio H no escomputable. Aunque m�as adelante trataremos con m�as detalle el problema de la igualdad,indiquemos aqu�� que una noci�on natural de igualdad que se puede considerar para ser utilizadaen las condiciones de las reglas es la igualdad estricta ==: t == s si y solo si los �arbolest y s son id�enticos, �nitos y totalmente de�nidos (no contienen ?). Con esta igualdad lascondiciones de, p. ej., la regla para inicial en el apartado 2.3.2 no admiten soluci�on. De hecho,ning�un conjunto de ecuaciones escritas con == admite como soluciones �arboles in�nitos, ym�as en general, las soluciones de una restricci�on continua en este dominio no pueden ser s�olo�arboles in�nitos.Ahora bien, en lugar de intentar de�nir �arboles in�nitos por medio de restricciones, pode-mos de�nir funciones cuyos valores sean dichos �arboles in�nitos, obtenidos como l��mites deaproximaciones �nitas. Por ejemplo, los �arboles in�nitos que en el caso de Prolog II repre-sentaban a los estados en nuestro ejemplo del aut�omata, pueden obtenerse ahora como valoresde las funciones (no constructoras) constantes sa; sb; sno de�nidas por las reglassa = est(sb; sno; si):sb = est(sno; sa; no):sno = est(sno; sno; no):Por aplicaci�on de estas reglas se ir��an `construyendo' aproximaciones cuyos l��mites ser��anlos valores denotados por sa; sb; sno, que resultar��an ser los mismos �arboles in�nitos que seobten��an en el caso de Prolog II. Obs�ervese que si las mismas reglas se utilizan en la extensi�onfuncional de Prolog II descrita en 2.3.2, las funciones sa; sb; sno quedar��an inde�nidas, debidoa la naturaleza estricta que en ese caso tienen las constructoras, y que es heredada por lasfunciones de�nidas.El resto de nuestro programa ejemplo podr��a quedar en SFL como sigue 8aceptar(L) : �aceptador(recorrer(L; sa)):aceptador(est(S; S1; si)):recorrer([ ]; S) = S:recorrer([a j Xs]; est(S; S1; F lag)) = recorrer(Xs; S):recorrer([b j Xs]; est(S1; S; F lag)) = recorrer(Xs; S):que podr��an ser incluso CFLP -reglas si, como en anteriores ocasiones, aceptamos como fa-cilidades sint�acticas la notaci�on de cl�ausulas para abreviar la de�nici�on de `predicados' comofunciones con valor true, y el uso de patrones en las cabezas de las reglas para expresar unproblema de uni�caci�on. En este caso, sin embargo, la cuesti�on de la uni�caci�on requiere unan�alisis m�as cuidadoso, como discutimos a continuaci�on.Consideremos, por ejemplo, la segunda regla para recorrer. En las dos instancias estudia-das en 2.3.1 y 2.3.2, deber��amos considerar dicha regla como abreviatura de la CFLP -reglarecorrer(L; St) = recorrer(Xs; S)( L == [a j Xs]; St == est(S; S1; F lag):8Las cl�ausulas estilo Prolog no se admiten directamente en la sintaxis de SFL, pero pueden considerarsecomo una facilidad sint�actica, exactamente igual que hacemos para CFLP (X).



2 EL ESQUEMA CFLP (X) 19en la que la uni�caci�on de los argumentos L; St con los patrones [a j Xs] y est(S; S1; F lag)est�a expresada a trav�es de las ecuacionesL == [a j Xs]; St == est(S; S1; F lag)de la condici�on de la regla.Pero recordemos que en SFL la igualdad == debe interpretarse como igualdad estrictaen el sentido de que t == s, t; s son id�enticos, �nitos y totalesy sin embargo, para la naturaleza perezosa del lenguaje es crucial el hecho de que la uni�-caci�on pueda tener �exito incluso en presencia de argumentos que denoten objetos in�nitos.Utilizando == para expresar la uni�caci�on, resultar��a en nuestro ejemplo que la regla indicadano es aplicable a la expresi�on recorrer([a; b]; sa), pues la condici�on sa == est(S; S1; F lag) nopuede ser satisfecha al denotar sa un �arbol in�nito. Puesto que las otras reglas de recorrertampoco ser��an aplicables, recorrer([a; b]; sa) quedar��a inde�nido, y tambi�en aceptar([a; b]),en contra de lo pretendido.Lo que nos vendr��a bien, en realidad, es expresar la uni�caci�on mediante la igualdad `deverdad' =. Nuestra regla ejemplo quedar��a traducida porrecorrer(L; St) = recorrer(Xs; S)( L = [a j Xs]; St = est(S; S1; F lag):En este caso la condici�on St = est(S; S1; F lag) est�a por una parte indicando que St debe serun �arbol de la forma est(S; S1; F lag) para ciertos valores (posiblemente in�nitos o parciales)de S; S1; F lag, y por otra determinando de manera un��voca dichos valores S; S1; F lag (de loscuales s�olo uno, S, es usado en el resto de la regla).El problema es que, como ya hemos dicho, la igualdad = en el universo de Herbrandin�nitario no es continua (no es, de hecho, computable). No podemos resolver este problema{ al convertir SFL en una instancia de CFLP (X) { intentando dar a la igualdad == unsigni�cado continuo m�as pr�oximo a =, pues puede probarse que con la de�nici�on dada ==es la m�axima aproximaci�on continua a la igualdad en el dominio H.Para expresar la uni�caci�on de forma continua, necesitamos introducir nuevas operacionesprede�nidas que desempe~nen el doble papel que juega la uni�caci�on: selecci�on de alternati-vas (condiciones de aplicabilidad de las reglas) y acceso a componentes de los argumentos.Estas operaciones prede�nidas van a ser funciones selectoras de las componentes de �arbolesy predicados reconocedores del aspecto m�as externo de los �arboles. Funciones y predicados deeste estilo forman parte de la propia sintaxis de alg�un lenguaje l�ogico-funcional [141].Para nuestra regla ejemplo { la segunda de recorrer {, necesitar��amos� Predicados reconocedores: is cons; is a; is est, todos ellos de aridad 1, que se veri�-can cuando el argumento es un �arbol cuya constructora ra��z es la correspondiente alpredicado.� Funciones selectoras: cons1; cons2; est1; est2; est3, tambi�en de aridad 1, que devuelvenla componente del argumento indicada por el n�umero, si es que el argumento est�a en-cabezado por la constructora correspondiente.



2 EL ESQUEMA CFLP (X) 20Antes de dar de�niciones m�as precisas, indiquemos que nuestra regla ejemplorecorrer([a j Xs]; est(S; S1; F lag)) = recorrer(Xs; S):podr��a considerarse como abreviatura sint�actica de la CFLP -reglarecorrer(L; St) = recorrer(cons2(L); est1(St))(is cons(L); is a(cons1(L)); is est(St):Algunas observaciones:� La aparici�on de constructoras en los patrones de la cabeza se corresponde con el uso delos reconocedores is c en la restricci�on.� Las variables de los patrones que se usen tambi�en en el lado derecho de la regla (Xs; Sen el ejemplo) requieren el uso de las selectoras ck. Quedan as�� cubiertos los dos papelescomentados de la uni�caci�on.� Para las constructoras c constantes (de aridad 0) no hay inconveniente en usar la igual-dad == en lugar del reconocedor is c. En el ejemplo, la condici�on is a(cons1(L)) puedereemplazarse por cons1(L) == a.� Para que la uni�caci�on con los patrones de una regla pueda ser expresada tal como seha esbozado, es importante que los patrones sean lineales, es decir, que no aparezcanvariables repetidas en la cabeza de la regla. En efecto, si nuestra regla ejemplo fueserecorrer([a j Xs]; est(S; S; F lag)) = recorrer(Xs; S):donde el patr�on est(S; S; F lag) pretendiese signi�car que el segundo argumento ha deser un �arbol de la forma est(t1; t2; f) con t1 = t2 (pero posiblemente in�nitos), notendr��amos forma de indicar este hecho mediante las operaciones continuas de quedisponemos 9. Esto no afecta a la validez de nuestra propuesta, pues la condici�on delinealidad de las cabezas es de hecho exigida a los programas SFL.Continuando a�un con nuestro ejemplo, �esta ser��a la `traducci�on' a CFLP del programacompleto sa = est(sb; sno; si):sb = est(sno ; sa; no):sno = est(sno; sno; no):aceptar(L) : �aceptador(recorrer(L; sa)):aceptador(St) : �is est(St); is si(est3(St)):recorrer(L; S) = S ( is nil(L):recorrer(L; St) = recorrer(cons2(L); est1(St))(is cons(L); is a(cons1(L)); is est(St):recorrer(L; St) = recorrer(cons2(L); est2(St))(is cons(L); is b(cons1(L)); is est(St):9Si la condici�on que se pretende expresar es la igualdad estricta t1 == t2, no habr��a ning�un inconveniente,y simplemente aceptar��amos la repetici�on de variables en la cabeza como una facilidad sint�actica m�as.



2 EL ESQUEMA CFLP (X) 21donde hemos usado la notaci�on de cl�ausulas para de�nir predicados, cuyo signi�cado ya hemosestablecido para cualquier instancia del esquema.En general, un programa SFL sobre una signatura de constructoras CS = SCSn puedeentenderse como un programa en la instancia CFLP (HCS) de�nida como sigue:� Como signatura de base consideramos � = F [�, siendoF = CS [ fck : c 2 CSn; 1 � k � ng� = f==g [ fis c : c 2 CSgComo en anteriores ocasiones, suponemos que CS dispone de la constante true paraexpresar el valor de los predicados de�nidos por el programa.� El dominio de base es el universo de Herbrand in�nitario HCS de�nido por CS [ f?g,es decir, el conjunto de los �arboles �nitos o in�nitos, total o parcialmente de�nidos,construidos con ayuda de CS [ f?g. El orden en HCS es el menor orden v que veri�ca{ ? v t; 8t 2 HCS{ c 2 CSn; t1 v s1; : : : ; tn v sn ) c(t1; : : : ; tn) v c(s1; : : : ; sn).Con este orden los elementos �nitos del dominio son los �arboles �nitos, y los elementostotales son los �arboles totalmente de�nidos, es decir, los que no contienen ? en sushojas.� Los s��mbolos de CS est�an interpretados como constructoras libres no estrictas, y loss��mbolos ck como las funciones selectorasck(t) = ( tk si t = c(t1; : : : ; tn)? e.o.c.� El s��mbolo == se interpreta como la igualdad estricta(t1 == t2) = ( true si t1; t2 son iguales, �nitos y totales?bool e.o.c.y los s��mbolos is c como los predicados reconocedoresis c(t) = ( true si t = c(t1; : : : ; tn)?bool e.o.c.Es f�acil comprobar que todas las operaciones primitivas son continuas.� Las reglas del programa SFL se transforman en reglas para la instancia CFLP (HCS )de acuerdo con las ideas apuntadas en el ejemplo anterior.En la segunda parte de este trabajo (v�ease el cap��tulo 5) analizaremos con detalle elproceso de traducci�on. Es m�as, veremos que tiene una relaci�on muy estrecha con la traducci�on



2 EL ESQUEMA CFLP (X) 22`no continua' que utilizaba igualdades X = t para expresar la uni�caci�on del argumento Xcon el patr�on t. Esto justi�car�a ese uso restringido de la igualdad no continua =.Digamos, para terminar, que toda la segunda parte de este trabajo ser�a dedicada alestudio de una generalizaci�on de esta instancia, en la que consideraremos como restriccionesprimitivas sobre los �arboles ini�nitos no s�olo la igualdad == ya de�nida, sino tambi�en unarestricci�on de desigualdad ===. La condici�on x === y expresar�a que x e y son inconsistentesen H, es decir, que discrepan en alguna constructora en una misma posici�on. Utilizaremosesta instancia ampliada, llam�emosla CFLP (H6=) , en algunos ejemplos.2.3.4 Programaci�on l�ogico-funcional de orden superiorEl enfoque dado en [62, 63, 64, 60, 61] a la programaci�on l�ogico-funcional de orden superiorpermite considerar �esta como un asunto de primer orden, tando desde el punto sint�actico comosem�antico, lo que nos va a permitir caracterizarla como una instancia de nuestro esquema.Comencemos por especi�car el dominio de c�omputo que corresponde a un programa queutiliza un conjunto de s��mbolos de constructoras CS = Sn2N CSn y de�ne un conjunto des��mbolos de funciones no libres F = Sn2N Fn. Consideramos como dominio de base elUniverso de Herbrand PH� de los patrones parciales (posiblemente in�nitos) determinadopor � = CS [ F . PH� puede ser de�nido como el universo de Herbrand in�nitario (en elsentido de 2.3.3) H�0 determinado por la signatura�0 = [n2Nfck : c 2 CSn; 0 � k � ng [ [n2Nffk : f 2 Fn; 0 � k < ngen la que se distinguen con s��mbolos distintos los distintos `grados' en que se pueden aplicarlos s��mbolos de CS y F (total o parcialmente para el caso de CS, s�olo parcialmente en el deF ).Podr��amos decir que el dominio PH� da signi�cado a los t�erminos construidos y a lasaplicaciones parciales de s��mbolos de F . Ser�a la sem�antica declarativa del programa la quese encargar�a de dotar de signi�cado a las aplicaciones totales de los s��mbolos de F (a trav�esde las reglas que los de�nan). Observemos que aunque el dominio est�a determinado porCS [ F , y por tanto depende de una manera muy estrecha del programa, la situaci�on no esabsolutamente nueva, pues tambi�en en el caso de programas l�ogicos y l�ogico-funcionales deprimer orden el dominio depend��a del conjunto CS de constructoras utilizadas en �el.En PH� (entendido como H�0) se dispone tambi�en de la igualdad continua == y delas funciones selectoras ck y predicados reconocedores isc expuestos en 2.3.3. En particular,recordemos que (t == s) = ( true si t; s son iguales, �nitos y totales? en otro casoEsta de�nici�on da a la igualdad == un car�acter intensional. Para aclarar esta a�rmaci�on,recordemos que algunos elementos de PH� pueden entenderse como aplicaciones parcialesde los s��mbolos de constructora o funci�on, y por consiguiente, representan funciones, auncuando hayan sido convertidas en objetos de primer orden al identi�car PH� con H�0 . Puedeperfectamente suceder que dos elementos distintos t; s 2 H�0 representen la misma funci�on (en



2 EL ESQUEMA CFLP (X) 23el sentido matem�atico usual, o sea, extensional) y sin embargo, no se tendr�a (t == s) = true.Eso suceder�a por ejemplo con f1(a) y g1(b), si a; b 2 CS0 y f; g 2 F 2 est�an de�nidas delmismo modo, p. ej., como proyecciones sobre el segundo argumentof(X; Y ) = Y:g(X; Y ) = Y:Tanto f1(a) como g1(b) representan la funci�on identidad, pero de manera intensionalmentedistinta.En cuanto a los programas (que suponemos escritos en sintaxis de primer orden), estar�ancompuestos de reglas para los s��mbolos de F de la formaf(t1; : : : ; tn) = e( 'donde f 2 Fn, ti son t�erminos lineales, e es una expresi�on, y ' es una colecci�on de ecuacionesde la forma e1 == e2. Como ya es habitual para nosotros, aceptamos los patrones en la cabezacomo una facilidad sint�actica para expresar la uni�caci�on, que podr��a eliminarse mediante eluso de las funciones selectoras y predicados reconocedores, de la misma manera que en 2.3.3.Al escribir en sintaxis de primer orden una regla que utilice recursos de orden superior,aparecer�an posiblemente, tanto en e como en ', expresiones de la forma @(e1; e2), paraindicar la aplicaci�on de e1 a e2. Debemos considerar @ como un s��mbolo de funci�on de�nida(@ 2 �2) pero @ 62 F , es decir, @ no sirve para construir patrones parciales (los elementosdel dominio PH�). El s��mbolo @ viene de�nido por las siguientes reglas, que suponemosa~nadidas a todo programa.@(ck(X1; : : : ; Xk); E) = ck+1(X1; : : : ; Xk; E):% Para cada c 2 CSn; 0 � k < n@(fk(X1; : : : ; Xk); E) = fk+1(X1; : : : ; Xk; E):% Para cada f 2 Fn; 0 � k < n� 1@(fn�1(X1; : : : ; Xn�1); E) = f(X1; : : : ; Xn�1; E):% Para cada f 2 FnObs�ervese que no hay regla para el caso @(cn(X1; : : : ; Xn); E) con c 2 CSn, y por tanto @queda inde�nida en ese caso, como es natural, ya que cn(X1; : : : ; Xn) con c 2 CSn es unobjeto puramente de primer orden, que no representa una funci�on.El signi�cado que a @ le dan las dos primeras reglas es por completo independientede las reglas del programa que estemos considerando. Podemos considerar que es la parte`prede�nida' de @. Esto ya no sucede con la tercera regla para @, y es por ello por lo que @debe considerarse una funci�on de�nida, y no prede�nida.En [61] se estudia con detalle todo lo relativo a esta concepci�on de primer orden de unlenguaje l�ogico funcional de orden superior, as�� como su relaci�on con un enfoque puramentede orden superior.2.3.5 Arboles sobre una estructura con restriccionesEs habitual en programaci�on l�ogica con restricciones el de�nir una instancia por el procedi-miento que sigue: una vez �jada una estructura inicial de inter�es (p. ej., los n�umeros reales



2 EL ESQUEMA CFLP (X) 24con las operaciones +; � y las restricciones =; <;>), se considera como dominio de c�omputopara la instancia el conjunto de los �arboles (t�erminos) �nitos construidos con auxilio de unconjunto de constructoras libres a~nadido, y con elementos del dominio inicial en las hojas(p. ej. listas de n�umeros reales). Como resultado se obtienen lenguajes muy exibles, enlos que se combina la posibilidad de realizar c�omputos simb�olicos (usando los t�erminos) conc�omputos sobre el dominio concreto. Un ejemplo t��pico de ello es CLP (R) [82, 84].Nuestro prop�osito en este apartado es explicar c�omo un proceso similar se puede realizarf�acilmente en el marco de CFLP (X), obteniendo como resultado instancias a�un m�as expre-sivas, no s�olo porque podremos de�nir funciones y predicados en los programas, sino porqueel dominio a construir va a ser m�as amplio, al incluir �arboles in�nitos.Sea entonces � = F [� una signatura inicial yR = h(D;vD); (fD)f2F ; (pD)p2�iuna �-estructura con restricciones. Suponemos que ==2 � y que ==D es una aproximaci�oncontinua de la igualdad en D, es decir==D : D �D! ftrue;?boolg es continua y (a ==D b) = true) a = bConsideremos ahora un conjunto de nuevos s��mbolos de constructora CS = SCSn. El con-junto CS, junto con el dominio D, de�ne el nuevo dominio TD cuyo soporte es el conjunto delos �arboles, �nitos o in�nitos, con nodos ocupados por constructoras (no constantes) de CSy cuyas hojas son constructoras constantes de CS o elementos de D (en particular, ?).Formalmente, dicho soporte puede de�nirse como el universo de Herbrand in�nitario (ver2.3.3) determinado por el conjunto de constructoras CS [ (D� f?g), donde los elementos deD�f?g son nuevas constantes para la construcci�on de dicho universo. N�otese que el dominiooriginal D puede considerarse como un subconjunto del dominio extendido TD sin m�as queidenti�car cada elemento x 2 D con el �arbol en cuya ra��z est�a la constante x, y el inde�nidode D con el propio de la construcci�on del universo de Herbrand in�nitario. Usaremos dichaidenti�caci�on en lo que sigue.El orden que consideramos en TD no es sin embargo el habitual para el universo deHerbrand anterior, pues los elementos de D (vistos como �arboles) ser��an incomparables entres��, con lo que perder��amos la estructura de orden de D. Lo natural es considerar el menororden vTD que veri�ca� ? vTD t; 8t 2 TD� a; b 2 D; a vD b) a vTD b� c 2 CSn; t1 vTD s1; : : : ; tn vTD sn ) c(t1; : : : ; tn) vTD c(s1; : : : ; sn)Con este orden TD es un dominio de Scott, que convertimos en una estructura con res-tricciones sobre la signatura �0 = F 0 [�0 dada porF 0 = F [ CS [ fck : c 2 CSn; 1 � k � ng�0 = � [ fisc : c 2 CSginterpretando los s��mbolos de �0 como sigue:



2 EL ESQUEMA CFLP (X) 25� Un s��mbolo de la signatura original � se interpreta en TD como la m��nima extensi�oncontinua de la correspondiente interpretaci�on en D. Es decir, si f 2 Fn, de�nimosfTD : T nD �! TD(x1; : : : ; xn) �! fD(d(x1); : : : ; d(xn))donde d(x) = ( x si x 2 D? e.o.c.es decir, reemplazamos los �arboles `genuinos' por ?. N�otese que fTD es en efecto unaextensi�on continua de fD, y adem�as la menos de�nida posible, pues para todo x 2 TDdebe veri�carse fTD (x1; : : : ; x; : : : ; xn) w fTD(x1; : : : ;?TD ; : : : ; xn)y disponemos de un solo elemento inde�nido ?TD = ?D. Una de�nici�on an�aloga setiene para los predicados p 2 � que no sean el de igualdad ==, del que hablamos m�asabajo.� Los s��mbolos de constructora a~nadidos CS se interpretan como en el caso de 2.3.3, esdecir, como constructoras libres perezosas. Tambi�en de modo an�alogo se de�nen lasfunciones selectoras ck y los predicados reconocedores isc.� La igualdad ==TD en TD requiere un tratamiento distinto del resto de funciones ypredicados en F [ �. Ahora no nos interesa una extensi�on minimal de ==D , ya quequeremos disponer de una igualdad espec���ca de �arboles. Por ejemplo, si (a ==D b) =true, queremos que (c(a) == c(b)) = true (siendo c 2 CS1) y no (c(a) == c(b)) = ?bool,como resultar��a de la de�nici�on para el resto de los predicados de �. De�nimos ==TDcomo la m�axima aproximaci�on continua de la igualdad en TD que preserva la igualdad==D prede�nida en D. Puede comprobarse que ==TD viene dada por: t ==TD s ,t = s, t es �nito y total en TD y toda hoja a 2 D de t veri�ca a ==D a. N�otese quelos elementos �nitos y totales de TD son los �arboles �nitos cuyas hojas son constantesde CS0 o elementos �nitos y totales de D (lo que excluye a ?). N�otese tambi�en que sila igualdad ==D viene dada pora ==D b, a = b; a es �nito y total en Des decir, ==D es la m�axima restricci�on continua de = en D, entonces la de�nici�onanterior se reduce a t ==D s, t = s; t es �nito y total en TDlo que en particular coincide con la noci�on de igualdad continua de�nida para el universode Herbrand in�nitario.Indiquemos tambi�en que, en algunas instancias construidas de este modo, un tratamientosimilar al dado para la igualdad == podr��a ser conveniente para otros predicados o fun-ciones de la estructura inicial (por ejemplo, si �esta dispone tambi�en de una desigualdad===). Ello depender�a l�ogicamente del inter�es que tenga el dar signi�cado no trivial adicha operaci�on o predicado en caso de ser aplicada a �arboles.



2 EL ESQUEMA CFLP (X) 26Para terminar este apartado, veamos un ejemplo concreto de una instancia de este estilo.Ejemplo 2.2 (Arboles de n�umeros reales)Consideremos la estructura hR?;+;�; �; <;>;==i cuyo dominio es la extensi�on a do-minio plano del conjunto de los n�umeros reales R, con las operaciones indicadas interpretadasdel modo natural. Si consideramos ahora el conjunto de constructoras CS = f[ j ]; []g, eldominio TD consta de las listas 10 (posiblemente in�nitas o parciales) de n�umeros reales.El sencillo programa siguiente ilustra las posibilidades del lenguaje obtenido.numfib = genfib(1; 2):genfib(M;N) = [M j genfib(N;M +N)]:fib(X) = pertenece(X; numfib):pertenece(X; [Y jY s]) = false( X < Y:pertenece(X; [Y jY s]) = true( X == Y:pertenece(X; [Y jY s]) = pertenece(X; Y s)( X > Y:La funci�on fib=1 reconoce si un n�umero real X est�a o no en la sucesi�on de Fibonacci,representada como una lista in�nita computada por la funci�on constante numfib=0 (�esta asu vez se apoya en genfib=2, que es la que realmente construye la lista in�nita de los n�umerosde Fibonacci a partir de dos semillas M = 1; N = 2). La pertenencia de un n�umero a la listain�nita se reconoce mediante pertenece=2, que aprovecha para ello la monoton��a de la listagenerada por numfib. N�otese que tanto genfib como pertenece hacen uso de las operacionesy relaciones prede�nidas sobre los n�umeros reales. La ventaja de tal posibilidad frente a lacl�asica representaci�on de los n�umeros (naturales) como t�erminos (mediante cero=0 y suc=1)nos parece obvia.3
10Pseudolistas m�as bien, si no se consideran g�eneros, ya que entonces [ j ] se comporta como una construc-tora de pares; p. ej. [1 j 1] estar��a en el dominio.



3 SEM�ANTICA DECLARATIVA DE CFLP -PROGRAMAS 273 Sem�antica declarativa de CFLP -programas3.1 Interpretaciones y modelosComo ya sabemos, en cada instancia del esquema CFLP (X) se asume la existencia de unasignatura � (de s��mbolos primitivos) y una estructura con restricciones sobre �, ambas total-mente pre�jadas, lo que en particular incluye a la interpretaci�on de los s��mbolos de funci�ony predicado primitivos. Lo que de�nimos a continuaci�on es lo que entendemos por inter-pretaci�on de los s��mbolos de funci�on no primitiva f 2 �.De�nici�on 3.1 (Interpretaciones) Una interpretaci�on I asigna a cada s��mbolo de funci�onf 2 �n una funci�on continua f I : Dn �! D. El conjunto INT de las interpretacionespuede ser dotado del orden habitualI1 vINT I2 , f I1(x) vD f I2(x) para todo f 2 �n; x 2 DnCon este orden INT es un dominio de Scott, cuyos elementos �nitos pueden caracterizarsedel siguiente modo: I 2 INT es �nita si y solo si� f I(x) es �nito (en D), para toda f 2 �n; x 2 Dn,� f I(x) 6= ?D s�olo para un conjunto �nito de tuplas (f; x); f 2 �n; x 2 Dn.Dada I 2 INT , toda valoraci�on � puede extenderse a los conjuntos TF[�(V ) y B�;F[�(V ).Escribimos �[[e]]I para indicar el valor de e bajo � e I . La noci�on de satisfactibilidad tambi�enpuede ser extendida al caso de restricciones no primitivas ' 2 Con�[�, y escribimos � j=I 'para indicar que � satisface ' bajo la interpretaci�on I .Utilizaremos repetidas veces, a veces sin mencionarla, la siguiente propiedad.Proposici�on 3.1 (Continuidad de la evaluaci�on)Para toda expresi�on e 2 TF[�(V ) (2 Con�[� resp.), la funci�oneve : VAL � INT �! D (ftrue;?boolg resp.)de�nida por eve(�; I) = �[[e]]I es continuaDemostraci�on:Se obtiene sin di�cultad por inducci�on sobre la estructura de e (v�ease, p. ej., [114]). 2La siguiente de�nici�on establece nuestra noci�on de modelo de un programa.De�nici�on 3.2 (Modelos)� Una interpretaci�on I esmodelo de una regla f(X) = e( ' si y solo si f I(�(X)) w �[[e]]Ipara toda � 2 VAL tal que � j=I '.



3 SEM�ANTICA DECLARATIVA DE CFLP -PROGRAMAS 28� Una interpretaci�on I es modelo de un programa P si lo es de todas sus reglas. Unprograma es consistente si tiene alg�un modelo.N�otese, aunque resulte trivial, que los modelos son extensiones persistentes de la estruc-tura de base, ya que no se permiten reglas para los s��mbolos primitivos, cuyas interpretacionesest�an totalmente predeterminadas. Otras nociones de persistencia han sido utilizadas en al-guna ocasi�on [40] como base de lo que debe entenderse por de�nir una funci�on sobre unaestructura.N�otese tambi�en que con esta de�nici�on las reglas de un programa est�an consideradas como`inecuaciones con restricciones' m�as que como `ecuaciones con restricciones'. Ello correspondede modo natural con la lectura operacional pretendida para las reglas, que es la de `reglas dereescritura con restricciones', y que se pondr�a de mani�esto en la de�nici�on del operador de`consecuencias inmediatas' asociado a un programa y en la formulaci�on precisa de la sem�anticaoperacional. Un ejemplo que veremos posteriormente ilustrar�a claramente la repercusi�on quetiene, en la sem�antica declarativa de CFLP -programas, la de�nici�on de modelo que hemosdado.La siguiente notaci�on ser�a utilizada con frecuenciaNotaci�on 3.1Dadas I 2 INT ; f 2 �n; x 2 Dn, escribimosC(I; f; x) � f�[[e]]I j f(X) = e( ' 2 P ; �(X) = x; � j=I 'gLa siguiente casi obvia proposici�on utiliza los conjuntos reci�en introducidos para carac-terizar los modelos de un programa. Aprovechamos tambi�en la proposici�on para dar unade�nici�on adicional.Proposici�on 3.2I 2 INT es un modelo de P si y solo si para cada f 2 �n; x 2 Dn, existe s = tC(I; f; x)y veri�ca s v f I(x). Si tC(I; f; x) = f I(x) para cada f 2 �n; x 2 Dn, se dice que I es unmodelo exacto de P.Demostraci�on:)) Puesto que I es un modelo de P se tiene f I(x) w z para todo z 2 C(I; f; x). As�� puesC(I; f; x) est�a acotado por f I(x), y por ser D un dominio de Scott, tiene supremo s, queobviamente ser�a v f I (x).() Es a�un mas obvia. 23.2 Existencia de modelo m��nimoLa de�nici�on de programa no garantiza que todo programa sea consistente. Probaremos eneste apartado que todo programa consistente tiene modelo m��nimo. Daremos dos demostra-ciones alternativas de este hecho. La primera (m�as sencilla) simplemente prueba que el ��n�mo



3 SEM�ANTICA DECLARATIVA DE CFLP -PROGRAMAS 29de los modelos de un programa es tambi�en modelo. La segunda proporciona m�as informaci�on,pues caracteriza al modelo m��nimo como el menor punto �jo de un operador de `consecuen-cias inmediatas' asociado al programa. Esta caracterizaci�on ser�a clave para los resultados decompletitud de la sem�antica operacional que se obtendr�an en la secci�on 4.3.Teorema 3.1 (Existencia de modelo m��nimo, versi�on 1)Sea P un programa consistente yMP = fI 2 INT j I es modelo de Pg. Entonces IP � uMPes el modelo m��nimo de P.Demostraci�on:En primer lugar, observemos que el ��n�mo uMP existe en INT , pues MP es no vac��o porhip�otesis 11.Debemos probar que IP es modelo de P . Sea entonces f(X) = e ( ' una regla de P , y� j=IP '. Para cualquier I 2MP se tendr�a tambi�en � j=I ', y por tantof I(�(X)) w �[[e]]I w �[[e]]IPComo esto sucede para toda I 2 MP , tenemos �nalmente f IP (�(X)) w �[[e]]IP , o sea, IP esmodelo de la regla. 2Introducimos ahora el operador de `consecuencias inmediatas' asociado a un programa.De�nici�on 3.3 (Operador TP)Dado un programa P, de�nimos (parcialmente sobre INT ) el operador TP : INT � ! INTcomo sigue: dadas I 2 INT ; f 2 �n; x 2 Dn,fTP(I)(x) = tC(I; f; x)Debe entenderse que TP(I) est�a de�nido si y solo si el supremo anterior existe para todosf 2 �n, x 2 Dn.N�otese que TP(I) puede en efecto no estar de�nido para algunas interpretaciones. No valela pena de�nir en esos casos TP(I) = ?INT pues a pesar de todo TP podr��a no ser siquieramon�otono, como ilustra el ejemplo que sigue a continuaci�on. En consecuencia, no podemossacar partido de los resultados cl�asicos de existencia de m��nimo punto �jo para operadorescontinuos (ve�ase, p. ej., [5] para un uso t��pico de tales t�ecnicas).Ejemplo 3.1El que TP sea parcial puede ocurrir incluso con programas consistentes. Consideremos elprograma P en CFLP (H) dado por las dos reglas (incondicionales)f(X) = s(g(X)):f(X) = s(h(X)):11En un dominio de Scott { en el que todo conjunto no vac��o acotado (superiormente) tiene supremo { existetambi�en el ��n�mo de cualquier conjunto no vac��o A. En efecto, el ��n�mo no es sino el supremo del conjuntode las cotas inferiores de A, que es no vac��o (? es cota inferior) y est�a obviamente acotado superiormente.



3 SEM�ANTICA DECLARATIVA DE CFLP -PROGRAMAS 30El programa P es incluso consistente. Al no haber reglas para g; h, el modelo m��nimo IPviene dado por gIP (x) = hIP (x) = ?; f IP (x) = s(?); 8xEs f�acil veri�car que TP(IP) est�a de�nido y vale TP(IP) = IP (esto es adem�as consecuenciade los resultados que veremos a continuaci�on, por los que IP es el menor punto punto �jo deTP).Sin embargo, existen interpretaciones I m�as de�nidas que IP { es decir, IP vINT I { paralas que TP no est�a de�nida. Un ejemplo de ello es I dada porf I(x) = s(0); gI(x) = 0; hI(x) = s(0); 8xque veri�ca IP vINT I . Para cualquier x que consideremos se tieneC(I; f; x) = fs(0); s(s(0))gpor lo que C(I; f; x) no tiene supremo, y por tanto TP(I) no est�a de�nido. Es claro adem�asque si convenimos TP(I) = ?INT el operador TP no ser��a mon�otono, pues TP(IP) = ?INT .3 La de�nici�on del operador TP requiere cierta justi�caci�on, pues para que TP(I) sea unainterpretaci�on no basta con que fTP(I) est�e de�nida para toda f 2 �, sino que se requiere sucontinuidad, que no se deduce trivialmente de la de�nici�on anterior.Proposici�on 3.3Dadas I 2 INT ; f 2 �, si TP(I) est�a de�nido, entonces fTP(I) es continua.Demostraci�on:Basta probar(i) fTP(I) es mon�otona(ii) fTP(I)(Fa2A a) v Fa2A fTP(I)(a)Para probar (i), sean a v b y sea �0[[e]]I 2 C(I; f; a) con f(X) = e( ' 2 P , �0(X) = a,y �0 j=I '. Consideremos �1 tal que �1(X) = b y �1 coincide con �0 en el resto de variables,con lo que �0 vVAL �1. Por continuidad de la evaluaci�on tendremos �1 j=I ' ( por loque �1[[e]]I 2 C(I; f; b) ) y adem�as �0[[e]]I v �1[[e]]I . As�� pues, todo elemento de C(I; f; a)est�a acotado por otro de C(I; f; b), con lo que �nalmentefTP(I)(a) = tC(I; f; a) v tC(I; f; b) = fTP(I)(b)lo que concluye (i).Para ver (ii), sea �[[e]]I 2 C(I; f;Fa2A a) con f(X) = e ( ' 2 P , �(X) = Fa2A a, y� j=I '. Para cada a 2 A, consideremos �a tal que �a(X) = a y �a coincide con � en elresto de variables, con lo que � = Fa2A �a. Por continuidad de la evaluaci�on y puesto que� j=I ', existe a0 tal que �a j=I ' para toda a w a0, y por tanto �a[[e]]I 2 C(I; f; a) para



3 SEM�ANTICA DECLARATIVA DE CFLP -PROGRAMAS 31toda a w a0. As�� pues, por la de�nici�on del operador TP , para cualquier a w a0 tenemos�a[[e]]I v fTP(I)(a), y en consecuencia�[[e]]I = Ga2A�a[[e]]I v Ga2A fTP(I)(a)Como esto sucede para todo �[[e]]I 2 C(I; f;Fa2A a) , tenemos que en efectofTP(I)(Ga2Aa) v tC(I; f; Ga2Aa) v Ga2A fTP(I)(a)lo que concluye (ii). 2Los dos siguientes lemas establecen propiedades del operador TP . El primero de ellosa�rma que TP es mon�otono en cierto sentido, y el segundo caracteriza los modelos de unprograma P en t�erminos del operador TP .Lema 3.1TP es mon�otono en el siguiente sentido: si I1 vINT I2 y TP(I2) est�a de�nido, entoncesTP(I1) tambi�en lo est�a y se tiene TP(I1) vINT TP(I2).Demostraci�on:Es f�acil veri�car que, para cada f 2 �n; x 2 Dn, todo elemento de C(I1; f; x) est�a acotadopor otro de C(I2; f; x). Por lo tanto C(I1; f; x) est�a acotado (y por tanto tiene supremo) portC(I2; f; x) (que existe pues TP(I2) est�a de�nido). Es m�as, se tienefTP(I1)(x) = tC(I1; f; x) v tC(I2; f; x) = fTP(I2)(x)2 Hablaremos de `la monoton��a de TP ', a pesar de su sentido restringido.Lema 3.2I 2 INT es modelo de un programa P si y solo si TP(I) est�a de�nido y TP(I) v I. En estecaso TP(I) es tambi�en modelo de P.Demostraci�on:La primera parte del lema no es sino una reformulaci�on de la proposici�on 3.2. Para la segunda,obs�ervese que TP(I) v I implica, por la monoton��a de TP , que TP(TP(I)) est�a tambi�ende�nido y TP(TP(I)) v TP(I). Por la primera parte del lema, TP(I) es un modelo de P . 2Utilizaremos la siguiente notaci�on est�andar para las sucesivas iteraciones del operador TP .Notaci�on 3.2TP " 0 � ?INT ; TP " (k + 1) � TP(TP " k); TP " ! �Gk TP " ken caso de que los lados derechos est�en de�nidos.



3 SEM�ANTICA DECLARATIVA DE CFLP -PROGRAMAS 32El resultado m�as importante de esta secci�on es el siguienteTeorema 3.2 (Existencia de modelo m��nimo, versi�on 2)Un programa P es consistente si y solo si TP " ! existe. En este caso, adem�as, IP � TP " !es el menor modelo de P, el menor punto �jo de TP y es un modelo exacto.Demostraci�on:)) Sea I un modelo cualquiera de P . Probaremos en primer lugar por inducci�on losiguiente: Para todo k � 0, TP " k est�a de�nido y veri�ca TP " k v I . El caso k = 0 estrivial. Supongamos ahora que TP " k v I . Puesto que TP(I) est�a de�nido y TP(I) v I porel lema 3.2, concluimos por monoton��a de TP que TP " k + 1 = TP(TP " k) est�a tambi�ende�nido y veri�ca TP " k + 1 v TP(I) v I , lo que completa la inducci�on.Usando una vez m�as la monoton��a de TP es muy f�acil probar que las iteraciones TP " kforman una cadena acotada, como acabamos de ver, por I . As�� pues, existeIP = TP " ! =Gk TP " kque adem�as veri�ca IP v I .() Probaremos que P es consistente probando que precisamente un modelo de P viene dadopor IP = TP " !. Sea f(X) = e ( ' una regla de P , y sea � j=IP '. Por continuidad de laevaluaci�on, existe k0 tal que � j=TP"k ' para todo k � k0, y por la de�nici�on de TP se tiene�[[e]]TP"k v fTP"k+1(�(X)) v f IP (�(X)). En consecuencia, y de nuevo por continuidad de laevaluaci�on, se tiene �[[e]]IP v Gk�k0 �[[e]]TP"k v f IP (�(X))esto es, IP es modelo de la regla.Que IP es es el modelo m��nimo de P es claro pues hemos probado que IP v I paratodo modelo I de P . IP es tambi�en un punto �jo de TP ya que el lema 3.2 garantiza queTP(IP) v IP y que TP(IP) es modelo de P , por lo que tambi�en IP v TP(IP). Pero entoncesIP es el menor punto �jo ya que el lema 3.2 garantiza tambi�en que todo punto �jo de TP esmodelo de P .Finalmente f IP (x) = fTP(IP)(x) = tC(IP ; f; x), por lo que IP es modelo exacto de P . 23.3 Indecidibilidad de la consistencia de un programaEn seguida veremos que la consistencia de un programa es una propiedad, en general, inde-cidible 12. A pesar de ello, el haber probado la existencia de modelo m��nimo para programasconsistentes tiene mucho inter�es, pues deja la posibilidad { en cada lenguaje dise~nado comoinstancia del esquema { de �jar si se desea condiciones m�as restrictivas a los programas quegaranticen su consistencia, sin peligro de que se pierda la existencia de modelo m��nimo.12Para estructuras muy simples puede no ser as��.



3 SEM�ANTICA DECLARATIVA DE CFLP -PROGRAMAS 33Veamos un ejemplo, ciertamente arti�cial, de una instancia del esquema en la que esindecidible la consistencia de un programa.Ejemplo 3.2 (Indecidibilidad de la consistencia de un programa)Consideremos la signatura � = F [ � conF 0 = fn : n 2 INg �1 = fparagy la �-estructura R cuyo dominio es IN? y en la que interpretamos n como el n�umero naturaln y para : IN? ! ftrue;?boolgest�a de�nida porpara(x) = 8<: true si x 2 IN y la m�aquina de Turing dec�odigo x con entrada 0 para?bool en otro casoN�otese que para es obviamente continua (y representa la funci�on caracter��stica de un predi-cado recursivamente enumerable no recursivo).Ahora, para cada n�umero natural n consideramos el programa Paran que de�ne la funci�onde aridad 0 paran mediante las reglasparan = 1 ( para(n)paran = 0 ( para(n)Se tiene que Paran es consistente si y solo si para(n) = ?, es decir, si la m�aquina de Turingde c�odigo n con entrada 0 no para (en cuyo caso un modelo del programa es ?INT ). Decidirla consistencia de programas nos permitir��a decidir el problema de parada.Si bien la estructura elegida es muy arti�cial, parece claro que podemos exhibir ejemplossimilares para otras m�as realistas en las que podamos representar los n�umeros naturales ysimular m�aquinas de Turing. L�ogicamente los detalles ser��an mucho m�as complicados quelos del ejemplo presentado y no los vamos a abordar aqu��. Desarrollos t�ecnicos de ese estilopueden encontrarse, por ejemplo, en [4]; v�ease tambi�en [5].3 La condici�on que introducimos a continuaci�on permite garantizar la consistencia de unprograma.De�nici�on 3.4 (Programas no ambiguos)Un programa P se dice no ambiguo si para cada par de variantes de reglas de P para unmismo s��mbolo f 2 �, f(X) = e( ' y f(X) = e0 ( '0tales que las variables que no aparezcan en la cabeza est�en renombradas aparte, se veri�ca lasiguiente condici�on:�[[e]]I = �[[e0]]I ; para toda I 2 INT ; � 2 VAL con � j=I '; � j=I '0El par de variantes puede ser incluso de la misma regla para f .



3 SEM�ANTICA DECLARATIVA DE CFLP -PROGRAMAS 34Esta condici�on implica (es equivalente, de hecho) que los conjuntos C(I; f; x) son vac��oso unitarios, por lo que obviamente tienen supremo. Como consecuencia el operador TPest�a totalmente de�nido, TP " ! existe y el programa en cuesti�on es consistente.El siguiente ejemplo muestra que hay programas ambiguos que sin embargo son consis-tentes.Ejemplo 3.3Consideremos la signatura � = F [ � conF 0 = f0; 1g F 2 = f+;�g �2 = f=gy la �-estructura R cuyo dominio es Z? y en la que interpretamos los s��mbolos de � demanera natural.Sea P el programa que de�ne la funci�on f mediante las reglasf(X) = 1 ( X = 0:f(X) = f(X � 1) ( true:El programa P es consistente (un modelo viene dado por I con f I(z) = 1; 8z 2 Z?), pero sinembargo es ambiguo, pues para J 2 INT , � 2 VAL dadas porfJ(z) = 8><>: 1 si z = 00 si z 2 Z ; z 6= 0? si z = ? �(X) = 0 para toda X 2 Vse tiene que � satisface las restricciones de ambas reglas, pero�[[1]]J = 1 �[[f(X � 1)]]J = 03 Debemos observar que la no ambig�uedad es a�un una condici�on indecidible, como prueba elejemplo 3.4 m�as abajo. Sin embargo, es una condici�on m�as sencilla que la mera consistencia,susceptible de ser reemplazada por condiciones (dependientes ya de la instancia del esquema)m�as fuertes pero decidibles de no ambig�uedad, como las propuestas en [117, 58, 63, 61] paraalgunos lenguajes l�ogico-funcionales. En algunos casos (v�ease el ejemplo 3.5 m�as abajo) lano ambig�uedad de los programas se veri�ca de manera trivial.Ejemplo 3.4 (Indecidibilidad de la ambig�uedad de un programa)Observemos simplemente que con la misma signatura, estructura y programa del ejemplo 3.2se veri�ca Paran es consistente, Paran es no ambiguo3



3 SEM�ANTICA DECLARATIVA DE CFLP -PROGRAMAS 35Ejemplo 3.5 (Programas l�ogicos)Si consideramos CFLP -programas `l�ogicos' en los que solamente se de�nan predicados me-diante `cl�ausulas' de la forma f(X) = true( 'la condici�on de no ambig�uedad resulta obvia, y por tanto los programas son consistentes.En este caso el teorema 3.2 queda particularizado a los teoremas an�alogos de existencia demodelo m��nimo como m��nimo punto �jo en CLP [78, 79, 73], que son a su vez generalizacionesdel teorema cl�asico para LP [50].33.4 La noci�on de modelo. Discusi�onTerminamos esta secci�on con un ejemplo, prometido en su momento, que ponga de mani�estola naturaleza `inecuacional' que a las CFLP -reglas impone la noci�on de modelo que hemosdado.Ejemplo 3.6Consideremos la misma signatura, estructura y programa del ejemplo 3.3. Recordemos quela funci�on f viene de�nida por las reglasf(X) = 1 ( X = 0:f(X) = f(X � 1) ( true:Las sucesivas aproximaciones TP " k al modelo m��nimo IP = TP " ! vienen dadas porfTP"k(z) = ( 1 si 0 � z < k? en otro casoy el modelo m��nimo por f IP (z) = ( 1 si 0 � z? en otro casoObs�ervese que las dos reglas de f son aplicables a z = 0, para el que las denotaciones de loslados derechos de ambas son, para IP , fIP (1) = 1 yfIP (0� 1) = ?.Podr��amos adoptar una noci�on alternativa de modelo en la que cada regla tuviera que sersatisfecha como ecuaci�on condicional (es decir, reemplazando en la de�nici�on de modelo lacondici�on f I(�(X)) w �[[e]]I por la m�as restrictiva f I(�(X)) = �[[e]]I). Tambi�en en este casoel programa anterior tendr��a modelo m��nimo IP0, que vendr��a dado porf IP0(z) = ( 1 si z 2 Z? en otro casoy no coincidir��a por tanto con TP " !.



3 SEM�ANTICA DECLARATIVA DE CFLP -PROGRAMAS 36La diferencia entre ambas situaciones queda m�as clara en este ejemplo al analizar laslecturas respectivas que deben darse a la segunda regla para f , cuyas instancias para sucesivosvalores X = 0;�1;�2; : : : sonf(0) = f(�1) f(�1) = f(�2) f(�2) = f(�3) : : :Con nuestra noci�on de modelo estas reglas deben leerse comof(0) w f(�1) f(�1) w f(�2) f(�2) w f(�3) : : :y nada obliga a que f(�1); f(�2); : : : est�en m�as de�nidas que ?.Por el contrario, con la visi�on ecuacional tendr��amos realmente igualdades, y el valorf(0) = 1 proporcionado por la primera regla de f se transmitir��a a f(�1); f(�2); : : :3 Parece razonable que nuestra sem�antica declarativa se corresponda con un uso direccional(de izquierda a derecha) de las reglas de un programa, es decir, con una lectura operacionalde las mismas como reglas de reescritura.Hay que indicar de todos modos que la correspondencia no es absoluta, en el sentidode que nuestra noci�on de modelo asigna signi�cado declarativo (modelo m��nimo) a todoprograma consistente, mientras que, como veremos en la pr�oxima secci�on, no es de esperarque la reescritura sea completa para todos los programas consistentes. Nosotros probaremosla completitud para una clase de programas, que llamaremos deterministas, que incluye a losprogramas no ambiguos.



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 374 Sem�antica operacional de CFLP -programasEn esta secci�on presentamos la sem�antica operacional de los CFLP -programas. Como yahemos anticipado varias veces, las reglas de un programa est�an concebidas para ser usadascomo reglas de reescritura, y en eso van a consistir en de�nitiva los c�omputos: en reescribirexpresiones no primitivas f(e1; : : : ; en) (f no primitiva) mediante las reglas que de�nen talesfunciones. Pero primeramente debemos decir para qu�e queremos hacer c�omputos.4.1 Objetivos y solucionesComo en muchos otros lenguajes con capacidades l�ogicas, ejecutar un CFLP -programa essin�onimo de resolver un objetivo, donde un objetivo expresa una condici�on acerca de unasvariables. Es decir,De�nici�on 4.1 (Objetivos)Un objetivo es una restricci�on ' 2 Con�[�.Resolver un objetivo es determinar valores de las variables (relevantes) del objetivo quesatisfagan la condici�on. Esos valores son las soluciones del objetivo. Las variables relevantesson, naturalmente, las variables libres del objetivo o variables globales. No esperamos delos c�omputos que produzcan las soluciones concretas una a una, sino m�as bien que generencomo respuestas otras condiciones que podamos considerar `simples', cuyas soluciones sean(parte de las) soluciones del objetivo inicial. As�� la condici�on �nal determina impl��citamenteun conjunto de soluciones. Este es un punto de vista habitual en lenguajes `l�ogicos'. Porejemplo, una respuesta de un c�omputo Prolog podr��a ser la sustituci�on fX=[a j L]g, queexpresa una condici�on sobre X | la condici�on 9L(X = [a j L]) | veri�cada por in�nitosvalores concretos, p. ej., X = [a]; X = [a; b; c], etc.Nuestra siguiente de�nici�on establece con precisi�on cu�ales son nuestras nociones de `solu-ci�on' y `condici�on simple'. Recordemos antes que, aunque en CFLP (X) s�olo consideramospredicados primitivos, los argumentos de los �atomos de un objetivo ' pueden tener partes noprimitivas, y por tanto el que se satisfaga o no la condici�on expresada en un objetivo dependede la interpretaci�on de los s��mbolos no primitivos. De�nimos puesDe�nici�on 4.2 (Soluciones)� Una soluci�on para un objetivo ' en una interpretaci�on I es una valoraci�on � tal que� j=I '.� ' est�a sem�anticamente terminado para � si � es soluci�on de ' en toda interpretaci�onI.A~nadimos la palabra `sem�anticamente' al hablar de un objetivo terminado ' porque en' pueden aparecer subexpresiones no primitivas (y por tanto en un sentido `sint�actico' laevaluaci�on de la parte no primitiva de ' no est�a terminada) cuyo valor, sin embargo, esirrelevante para el hecho de que � sea soluci�on de '. Nos interesa a continuaci�on dar dos



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 38caracterizaciones equivalentes { casi inmediatas { del car�acter sem�anticamente terminado deun objetivo. Nos hace falta previamente la noci�on de c�ascara de una expresi�on o restricci�on,para expresar su parte primitiva `externa'.De�nici�on 4.3 (C�ascaras)La c�ascara j e j de una expresi�on e 2 TF[�(V ) o �atomo b 2 B�;F (V ) se de�ne inductivamentecomo sigue:� j X j= X, si X es una variable� j c(e1; : : : ; en) j= c(j e1 j; : : : ; j en j), si c 2 F (c 2 � en el caso de �atomos)� j f(e1; : : : ; en) j= ?, si f 2 �.Observemos que j e j es una expresi�on primitiva para la signatura � = F[f?g[�, donde? es un nuevo s��mbolo de constante que, una vez interpretado como ?D, nos permite hablarde �[[j e j]]. N�otese adem�as que �[[j e j]] = �[[j e j]]?INTLa noci�on de c�ascara se extiende de manera obvia a restricciones, y tendr�a sentido entoncesla notaci�on � j=j ' j, con signi�cado equivalente a � j=?INT '.De los anteriores comentarios, junto con la continuidad de la evaluaci�on (Prop. 3.1), sededuce de modo inmediato el siguiente resultado.Proposici�on 4.1Dados un objetivo ' y una valoraci�on �, son equivalentes� ' est�a sem�anticamente terminado para �.� � es soluci�on de ' en ?INT .� � es soluci�on de j ' j.El siguiente ejemplo muestra por qu�e la noci�on de objetivo sem�anticamente terminadoest�a asociada a una determinada soluci�on.Ejemplo 4.1Asumiendo las constructoras 0=0, s=1 y c=2, consideramos, en la instancia CFLP (H6=) (v�easeel apartado 2.3.3), el programa que de�ne una funci�on f mediante la �unica reglaf(X) = XEl objetivo ' � c(X; f(X)) === c(s(0); 0)



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 39admite, entre otras, las soluciones (para el modelo m��nimo IP que interpreta f como laidentidad) dadas por �1(X) = 0; �2(X) = s(0). ' est�a sem�anticamente terminado para �1pues se tiene�1(j ' j) � �1(c(X;?) === c(s(0); 0))� c(0;?) === c(s(0); 0)� truees decir, �1 j=j ' j.No ocurre lo mismo con �2, pues se tiene�2(j ' j) � �2(c(X;?) === c(s(0); 0))� c(s(0);?) === c(s(0); 0)� ?Para reconocer que �2 es soluci�on de ' en IP debemos evaluar f(X) usando la regla de fpara obtener el nuevo objetivo '0 � c(X;X) === c(s(0); 0)que ahora s�� estar��a sem�anticamente terminado para �2.Aunque sea bastante m�as evidente, aprovechemos tambi�en este ejemplo para mostrar quela noci�on de soluci�on depende de la interpretaci�on que estemos considerando; por ejemplo,la valoraci�on �2 dada arriba no es soluci�on de ' con respecto a la interpretaci�on (que nomodelo) I en la que f I (x) = 0; 8x.3 En general, estaremos interesados en el caso de que � sea soluci�on de ' en los modelosde P . Podremos omitir entonces la referencia a I , y suponer, si queremos, que I es el modelom��nimo IP del programa P . Eso no supone p�erdida de generalidad, pues se tieneProposici�on 4.2� es soluci�on de ' en el modelo m��nimo IP si y solo si lo es en todo modelo I de P.Demostraci�on:Para la implicaci�on no trivial, basta observar que si � j=IP ' e I es modelo de P (y por tantoI wINT IP), por continuidad de la evaluaci�on se tiene tambi�en � j=I '. 24.2 Estrechamiento por restricciones. Correcci�onNecesitaremos en lo que sigue algunas notaciones y terminolog��as para hablar de subexpre-siones y reemplazamientos. Usaremos, sin precisar m�as (ver, p. ej., [46]), la noci�on de posici�onen una expresi�on, y terminolog��as habituales, como `posiciones m�as externas' veri�cando unacierta condici�on, pre�jos de posiciones, etc. Asumimos tambi�en alguna forma bien de�nidade asignar posiciones en una restricci�on (considerando, p. ej., la coma `,' como un s��mbolobinario que asocia por la derecha).



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 40Notaci�on 4.1Dada e 2 TF[�(V ),� Pos(e) es el conjunto de posiciones de e. An�alogamente para ' 2 Con�[�.� Si u 2 Pos(e), [e]u denota la subexpresi�on de e en la posici�on u.� u 2 Pos(e) se dice no primitiva si [e]u = f(e1; : : : ; en); f 2 �n. NPos(e) es elconjunto de posiciones no primitivas de e.� u 2 Pos(e) se dice cr��tica si u es no primitiva y lo m�as externa posible. CPos(e) es elconjunto de posiciones cr��ticas de e.� Si u 2 Pos(e), e[u  r] denota la expresi�on que resulta de reemplazar en e la subex-presi�on [e]u por r.� An�alogas de�niciones para ' 2 Con�[� en lugar de e 2 TF[�(V ).El mecanismo de c�omputo que proponemos inicialmente para resolver objetivos (ser�a re-�nado posteriormente en la secci�on 4.4) consiste en la �unica reglaDe�nici�on 4.4 (Estrechamiento por restricciones)� La relaci�on ; de un paso de estrechamiento por restricciones est�a de�nida como sigue:';u;R 9Y ('[u e�];  �)si: (i) [']u = f(e1; : : : ; en), con f 2 �(ii) f(X1; : : : ; Xn) = e(  es una variante de la reglaR 2 P (con variables Y que no aparezcan en ')(iii) � es la sustituci�on fXi=eig� Un c�omputo para un objetivo '0 es una secuencia, �nita o in�nita, de pasos de es-trechamiento '0 ;u0;R0 '1 ;u1 ;R1 '2 ;u2;R2 : : :de modo que, para cada i, la variante de Ri es con variables que no est�en en '0; : : : ; 'i.� Un c�omputo �nito '0 ;u0 ;R0 : : :; 'n est�a sem�anticamente terminado para � si 'n loest�a.Sint�acticamente, la relaci�on ; expresa solamente reescritura. La denominamos sin em-bargo `estrechamiento' pues al efectuar ';  el conjunto de soluciones de  puede ser m�asreducido que el de ', debido a las restricciones de la regla utilizada R, que han sido a~nadidasa '.N�otese que las variables (frescas) de la regla R con la que se estrech�o se introducencuanti�cadas existencialmente 13. Compartimos la opini�on, expresada por ejemplo en [87, 21],13Seg�un la de�nici�on anterior, entre las variables Y que se introducen existencialmente se encuentran lasvariables X1; : : : ;Xn de la variante de la regla R 2 P utilizada. Puesto que, de nuevo por la de�nici�onde ;, X1; : : : ;Xn van a desaparecer, al ser sustituidas por los par�ametros correspondientes e1; : : : ; en, sucuanti�caci�on resulta superua, y puede ser omitida.



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 41de que eso contribuye a aclarar el sentido l�ogico de un paso de c�omputo. Como es t��pico enun sistema de resoluci�on `top-down', este sentido l�ogico esSi ';  , entonces  ) 'Este es, de hecho, el contenido del teorema de correcci�on que viene a continuaci�on. Uti-lizaremos en su demostraci�on el siguiente resultado, consecuencia sencilla del lema de susti-tuci�on est�andar.Lema 4.1Si �(Xi) = �[[ei]]I para i = 1; : : : ; n, entonces para toda expresi�on e se tiene �[[e]]I = �[[e�]]I,donde � es la sustituci�on fXi=ei : i = 1; : : : ; ng. Como consecuencia � j=I ', � j=I '�.Teorema 4.1 (Correcci�on del estrechamiento por restricciones)Si ';� y � es soluci�on de  , entonces � es tambi�en soluci�on de '.Demostraci�on:Obviamente basta probar el resultado para un solo paso';u;R  siendo (i) [']u = f(e1; : : : ; en), con f 2 �(ii) f(X1; : : : ; Xn) = e( '0 es una variante (con variables Y )de la regla R(iii) � es la sustituci�on fXi=eig(iv)  � 9Y ('[u e�]; '0�)Sea I un modelo de P y � j=I  . Existe entonces �0 (que coincide con �, exceptoposiblemente sobre Y ) tal que (1) �0 j=I ('[u e]; '0)�Consideremos ahora la valoraci�on �00 dada por�00(X) = ( �0[[ei]]I si X = Xi�0(X) en otro casoPuesto que en ('[u e]; '0)� no aparecen las variables Xi se tiene que tambi�en(2) �00 j=I ('[u e]; '0)�Como adem�as �00[[ei]]I = �0[[ei]]I = �00(Xi) tenemos, por (2) y el lema 4.1(3) �00 j=I '[u e]; '0Ahora, como �00 j=I '0 e I es modelo de la regla R se tiene �00[[f(X1; : : : ; Xn)]]I w �00[[e]]I , y denuevo por el lema de sustituci�on �00[[f(e1; : : : ; en)]]I w �00[[e]]I , lo que junto con �00 j=I '[u e]garantiza que �00 j=I '. Ahora, como �00 coincide con � excepto posiblemente sobre lasvariables X; Y , que no aparecen en ', se tiene �nalmente � j=I '. 2



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 424.3 Completitud del estrechamiento por restriccionesEl objetivo de este apartado es obtener resultados que, informalmente, a�rmen que todasoluci�on de un objetivo queda capturada por un ;-c�omputo terminado en un sentido ade-cuado. Comencemos por discutir algunos aspectos importantes de los resultados que espera-mos obtener.En primer lugar, no podemos esperar en general que mediante ;-pasos, aunque sean los`m�as adecuados', consigamos eliminar todas las subexpresiones no primitivas de un objetivocon soluciones. Como consecuencia, la noci�on adecuada de c�omputo terminado ser�a la dec�omputo que llega a un objetivo sem�anticamente terminado, seg�un la de�nici�on 4.2. Elsiguiente ejemplo justi�ca nuestra a�rmaci�on.Ejemplo 4.2Consideremos la instancia CFLP (H 6=) presentada al �nal del apartado 2.3.3. Supongamosun conjunto de constructoras CS0 = fa; bg; CS2 = fcg, y una funci�on no primitiva f 2 �de�nida por la �unica regla f(X) = f(X).Consideremos el objetivo ' � c(f(X); a) === c(a; b). Es claro que ' admite comosoluci�on cualquier valoraci�on, incluso aunque en el modelo m��nimo de este programa se tengaf(X) = ?; 8x 2 H. Es m�as, ' est�a sem�anticamente terminado para cualquier �, pues setiene �[[j c(f(X); a) === c(a; b) j]] = �[[c(?; a) === c(a; b)]] = trueSin embargo, mediante estrechamiento no podemos hacer desaparecer de ' la expresi�on noprimitiva f(X). El �unico c�omputo posible esc(f(X); a) === c(a; b); c(f(X); a) === c(a; b); : : :3 Una segunda cuesti�on importante relativa a los resultados de completitud es la siguiente:el operador TP , base de nuestra sem�antica declarativa de modelo m��nimo, est�a de�nido ent�erminos del supremo de una colecci�on de valores obtenidos mediante aplicaci�on de diferentesreglas del programa para una misma funci�on no primitiva. Operacionalmente eso signi�caque diferentes ;-pasos, alternativos para un mismo objetivo y posici�on, pueden contribuir`parcialmente' a la obtenci�on de la denotaci�on �nal (o sea, en el modelo m��nimo) de unasubexpresi�on, sin que ninguno de ellos por separado sea su�ciente. El siguiente ejemplo lopone de mani�esto.Ejemplo 4.3Consideremos de nuevo la instancia CFLP (H 6=) , y el mismo conjunto de constructorasdel ejemplo anterior. Junto con la la funci�on f de�nida como antes por f(X) = f(X),



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 43consideramos ahora otra g de�nida por las reglasg(X) = c(a; f(X)):g(X) = c(f(X); b):Este programa es consistente (n�otese tambi�en que es ambiguo), y en el modelo m��nimo setiene f(x) = ?; g(x) = c(a; b); 8x 2 HAs�� pues el objetivo ' � g(X) == c(a; b) admite como soluci�on cualquier valoraci�on. Sinembargo, no hay c�omputos sem�anticamente terminados, pues los �unicos c�omputos posibles apartir de ' son los dos siguientesg(X) == c(a; b); c(a; f(X)) == c(a; b); c(a; f(X)) == c(a; b); : : :g(X) == c(a; b); c(f(X); b) == c(a; b); c(f(X); b) == c(a; b); : : :y ninguno termina sem�anticamente, pues�[[j c(a; f(X)) == c(a; b) j]] = �[[c(a;?) == c(a; b)]] = ?y an�alogamente con c(f(X); b) == c(a; b).3 En consecuencia, debemos imponer a los programas condiciones m�as restrictivas que lamera consistencia para obtener completitud. En otro caso, deber��amos complementar laregla para ; con otra adicional para `recolectar y hacer el supremo de valores parcialmentecalculados por diferentes c�omputos', lo que no parece tener mucho inter�es, al menos desde unpunto de vista pr�actico.Introducimos a continuaci�on la propiedad que pedimos a los programas para garantizarla completitud del estrechamiento por restricciones.De�nici�on 4.5Un programa P se dice determinista si se veri�cafTP(I)x = max C(I; f; x) (convenimos max ; = ?)para toda interpretaci�on I tal que TP(I) est�e de�nido, y toda f 2 �n; x 2 Dn.Puede apreciarse informalmente que esta condici�on subsana los problemas indicados arriba,pues al reemplazar `supremo' por `m�aximo' en la de�nici�on de TP se est�a indicando que paraobtener el valor de una expresi�on no primitiva va a haber (al menos) una regla adecuada. Ob-servemos, por si acaso la condici�on de determinismo parece excesivamente arti�cial y dise~nadaa prop�osito, que todo programa no ambiguo es determinista. Asumimos para el resto de lasecci�on que los programas son consistentes y deterministas.Podemos ya presentar un enunciado razonable para un resultado de completitud de ;.



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 44Teorema 4.2Sea � una soluci�on de '. Entonces existe un c�omputo ';� de modo que  est�a sem�anti-camente terminado para �.El resultado anterior { que resultar�a ser cierto como corolario de otros m�as fuertes queprobaremos m�as adelante { no es su�cientemente satisfactorio, pues no revela si para construirun c�omputo terminado para un objetivo ' y soluci�on � es indiferente la elecci�on de la posici�onno primitiva en ' en la que hacer estrechamiento 14. De no serlo, el espacio de b�usquedadeterminado por un objetivo podr��a ser vast��simo. El siguiente ejemplo muestra que de hechola elecci�on de la posici�on es relevante.Ejemplo 4.4Consideremos el programa (en CFLP (H), ver 2.3.3)g(X) = 0:f(X) = X ( f(X) == f(X) :Es claro que en el modelo m��nimo TP " ! se tienegTP"!(x) = 0 (8x) y fTP"!(x) = ? (8x)El objetivo g(f(X)) == 0 admite como soluci�on (en TP " !) cualquier valoraci�on �, y setiene, de hecho, � j=TP"1 g(f(X)) == 0. As�� pues, un c�omputo aparentemente `adecuado'consistir��a en dar un paso de reducci�on para f y otro para g. Obtendr��amosg(f(X)) == 0 ('0); g(X) == 0; f(X) == f(X) ('1); 0 == 0; f(X) == f(X) ('2)y se tiene que '2 no tiene ninguna soluci�on, lo que de hecho ya sucede para '1. Esto nosindica que no hay ning�un c�omputo terminado para '0 que comience por reducir f(X). Porsupuesto, es f�acil indicar en este ejemplo un c�omputo que termina (el �unico, en este caso)g(f(X)) == 0; 0 == 0 (8�; � j= 0 == 0)N�otese que la subexpresi�on f(X) no ha requerido ser evaluada. M�as a�un, como hemos vistoantes, su evaluaci�on supone perder todas las soluciones del objetivo inicial.3 Como conclusi�on adicional de este ejemplo, y ya pensando en caracterizar las posicionesdemandadas a las que queremos restringir el uso de ;, observamos que conocer el nivel14Parece claro que, una vez elegida una posici�on, la elecci�on de la regla del programa a utilizar no esindiferente.



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 45de evaluaci�on k (es decir, la iteraci�on TP " k) necesario para capturar una soluci�on, no essu�ciente para reconocer dichas posiciones, ya que el valor de k queda �jado por el m�aximode los niveles requeridos por cada una de las subexpresiones no primitivas. En el ejemploanterior es g la responsable de que el nivel sea TP " 1. A f le bastar��a el nivel TP " 0, puesno requiere evaluaci�on.Para poder expresar niveles de evaluaci�on diferentes para distintas subexpresiones noprimitivas, introducimos la noci�on de etiquetado con interpretaciones, que generaliza la ideade interpretaci�on.De�nici�on 4.6 (Etiquetado con interpretaciones)Sea e 2 TF[�(V ) no primitiva. Un etiquetado con interpretaciones para e es una apli-caci�on � : NPos(e) �! INT . Denotamos por T INT e al conjunto de los etiquetadoscon interpretaciones para e. La de�nici�on se extiende sin di�cultad al caso de restricciones' 2 Con�[�.Un etiquetado � puede entenderse tambi�en como el resultado de reemplazar cada aparici�onen e de s��mbolos no primitivos f 2 � por nuevos s��mbolos f �(u), siendo u la posici�on corres-pondiente a f . Hablaremos indistintamente del etiquetado con interpretaciones � para e ode la expresi�on etiquetada e� .De modo natural, podemos identi�car (para una expresi�on e dada) una interpretaci�on Icon el etiquetado I de�nido por I(u) = I; 8u 2 NPos(e). Hablaremos entonces del etique-tado homog�eneo I . Tambi�en de modo natural podemos extender al caso de etiquetados lasnociones de `orden entre interpretaciones', y `valor de una expresi�on bajo una valoraci�on yuna interpretaci�on'. Las siguientes de�niciones se encargan de ello.De�nici�on 4.7 �1 vT INT e �2 , �1(u) vINT �2(u); 8u 2 NPos(e)N�otese que si I1 vINT I2, tambi�en I1 vT INT I2. Es f�acil probar que (T INT e;vT INT e)es un dominio de Scott, cuyo m��nimo es ?INT .De�nici�on 4.8El valor de una expresi�on e bajo una valoraci�on � y un etiquetado � 2 T INT e, que denotamosindistintamente por �[[e]]� o �[[e� ]], est�a de�nido inductivamente por� �[[X ]]� = X� �[[c(e1; : : : ; en)]]� = c(�[[e1]]� ; : : : ; �[[en]]� ), si c 2 F� �[[f(e1; : : : ; en)]]� = f �(u)(�[[e1]]� ; : : : ; �[[en]]�), si f 2 �; [e]u = f(e1; : : : ; en)Un par de observaciones: al considerar restricciones ' 2 Con�[� en lugar de expresiones,tiene sentido la notaci�on � j=� ' (o � j= '� , indistintamente). Por otra parte, no es dif��cil



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 46probar que la proposici�on 3.1 sobre continuidad de la evaluaci�on sigue siendo cierta cuandoconsideramos T INT e en lugar de INT .En lo que sigue consideraremos exclusivamente etiquetados que utilicen como interpreta-ciones las aproximaciones TP " k al modelo m��nimo TP " !. Para una expresi�on dada e (yan�alogamente para una restricci�on dada '), notamos por T INT ne al conjunto de etiquetadosque utilicen iteraciones TP " k, con k � n, y T INT !e = Sn2IN T INT ne . Resulta f�acil deprobar lo siguiente:Proposici�on 4.3Dada una restricci�on ' 2 Con�[�, se tiene� F�2T INT !' � = TP " !� � j=TP"! ', � j= '� , para alg�un � 2 T INT !'Este resultado generaliza lo que ya sab��amos para las iteraciones TP " k, con la ventajade que los etiquetados permiten a�nar m�as al expresar el grado de evaluaci�on requerido parasatisfacer un cierto objetivo ', ya que permiten distinguir diferentes niveles k para distintassubexpresiones no primitivas en '.Ejemplo 4.5Si consideramos el programa del ejemplo 4.4, algunos etiquetados para el objetivo ' dadopor g(f(X)) == 0 podr��an ser '�0 � gTP"0(fTP"0(X)) == 0'�1 � gTP"1(fTP"1(X)) == 0'�2 � gTP"1(fTP"0(X)) == 0Los dos primeros son etiquetados homog�eneos que corresponden a las interpretaciones (deINT ) TP " 0(� ?INT ) y TP " 1. '�0 expresa un nivel `insu�ciente' de evaluaci�on, pues nocaptura ninguna soluci�on � (en el sentido de que � 6j= '�0). '�1 captura todas las soluciones{ pues � j= '�1 ; 8� { pero, como vimos en el ejemplo 4.4, en cierto sentido expresa unnivel `excesivo' de evaluaci�on para f(X). El etiquetado '�2 s�� que aprovecha la posibilidadde indicar distintos niveles para distintas subexpresiones, y puede considerarse adecuadopues captura todas las soluciones (� j= '�2; 8�) expresando el nivel justo de evaluaci�on quecorresponde a cada subexpresi�on (f(X) no requiere ser evaluada, y basta la aplicaci�on deuna regla de g a g(f(X)) para terminar).En lo sucesivo, para simpli�car la notaci�on, escribiremos k en lugar de TP " k al etiquetaruna expresi�on.3 A continuaci�on introducimos una terminolog��a para expresar el hecho, ilustrado en elejemplo anterior, de que un etiquetado de un objetivo capture una de sus soluciones.



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 47De�nici�on 4.9 (Testigos)Sea � una soluci�on de ' (o sea, � j=TP"! '). Se dice que un etiquetado � 2 T INT !' es untestigo de ' para � si � j=� '. Un testigo se dice minimal si lo es con relaci�on a vT INT !' .Obs�ervese que el orden vT INT !' est�a bien fundado (dado un etiquetado � , s�olo hay unn�umero �nito de etiquetados menores), de lo que, junto con la proposici�on 4.3, podemosdeducirProposici�on 4.4Si � es soluci�on de ', existe alg�un testigo minimal de ' para �.El siguiente ejemplo muestra que la noci�on de testigo depende de la soluci�on considerada,y que una soluci�on puede tener varios testigos minimales.Ejemplo 4.6Consideremos el programa (en CFLP (H), ver 2.3.3)or(true;X) = true:or(X; true) = true:p(0) = true:q(0) = true:q(s(X)) = true( q(X) == truey el objetivo ' � or(p(X); q(s(X))) == trueDos soluciones de ' pueden ser �1 y �2, donde �1(X) = 0 y �2(X) = s(0). Un testigominimal para �1 es '�1 � or1(p1(X); q0(s(X))) == trueque sin embargo no es testigo para �2. Un testigo minimal para �2 es'�2 � or1(p0(X); q3(s(X))) == trueque resulta ser tambi�en testigo, aunque no minimal, para �1. N�otese adem�as que '�2 noes comparable (en el orden de etiquetados) con '�1 . Con seguridad �1 tendr�a alg�un testigominimal menor que '�2 , y por tanto distinto de '�1 . En nuestro caso el �unico es'�3 � or1(p0(X); q2(s(X))) == true3 Podemos imaginar que distintos testigos minimales para una misma soluci�on correspondena `planes de evaluaci�on' alternativos. Informalmente, para obtener el teorema de completi-tud razonamos como sigue: dado un objetivo ' y una soluci�on �, consideramos un testigo



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 48minimal '� . Sea cual sea (indeterminismo `don't care') la posici�on demandada { o sea, eti-quetada con TP " k; k > 0 { que elijamos, la subexpresi�on correspondiente f(e1; : : : ; en) debeser a�un reducida de acuerdo con � . Una de las reglas de f (indeterminismo `don't know')nos proporciona el valor fTP"k(�[[e1]]� ; : : : ; �[[en]]� ), de modo que los s��mbolos no primitivosposiblemente introducidos por el lado derecho de la regla requerir�an ser evaluados hasta unnivel � TP " k � 1, es decir, el nuevo objetivo es m�as sencillo y estaremos `m�as cerca' determinar el c�omputo. Reiterando el proceso, llegaremos a terminar el c�omputo.Queda todav��a bastante camino hasta convertir esta exposici�on informal en una de-mostraci�on precisa. Hemos remarcado en cursiva dos nociones que van a jugar un papelimportante: la primera, `posiciones demandadas', es clave para formular lo que entendemospor estrechamiento perezoso con restricciones, que es la regla de c�omputo para la que va-mos a probar completitud. La herramienta t�ecnica m�as importante que utilizaremos para lademostraci�on es un orden entre objetivos que reeje con precisi�on la idea de objetivo `m�assencillo'. Este orden debe ser una extensi�on de vT INT | que se aplica a etiquetados deuna misma expresi�on e o restricci�on ' | a un orden � de�nido sobre el conjunto de todaslas expresiones etiquetadas ( y an�alogamente sobre el conjunto de las restricciones u obje-tivos etiquetados). Como en estas de�niciones s�olo intervienen expresiones etiquetadas, parafacilitar la lectura omitiremos por un tiempo el uso de los super��ndices � . En lo que sigue,notamos mediante T Exp, T Con y T Expk a los conjuntos de las expresiones etiquetadas, lasrestricciones etiquetadas, y las expresiones etiquetadas con etiquetas � k.El orden � que vamos a considerar no es m�as que el cl�asico `recursive path ordering(RPO)' ([44]; v�ease tambi�en [46]). Previamente hemos de de�nir un orden > de prioridadde s��mbolos etiquetados (entre los que incluimos los s��mbolos primitivos como etiquetados des�� mismos), en el que est�a basado �.De�nici�on 4.10 (Prioridad de s��mbolos etiquetados)� fk > c; 8f 2 �; k 2 IN; c 2 F [�� fk > gk0 ; 8f; g 2 �; k; k0 2 IN; k > k0De�nimos ahora simult�aneamente el orden � entre expresiones etiquetadas y su extensi�on� a multiconjuntos de expresiones etiquetadas.De�nici�on 4.11 (Orden de expresiones etiquetadas)(i) El orden � entre expresiones etiquetadas viene de�nido por� X � e; 8X 2 V; e 2 T Exp; e 62 V� h(e1; : : : ; en) � l(e10; : : : ; em0) si y solo si se veri�ca alguna de las tres condicionessiguientes1. h(e1; : : : ; en) � ej 0, para alg�un j 2 f1; : : : ; mg2. h < l y ei � l(e10; : : : ; em0), para todo i 2 f1; : : : ; ng3. h = l y fe1; : : : ; eng � fe10; : : : ; em0g, siendo � la extensi�on a multiconjuntosde �.



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 49(ii) La extensi�on a multiconjuntos de � es el menor orden� que veri�ca S[fe1; : : : ; eng �S [feg, para cada multiconjunto S de expresiones de T Exp, cada e; e1; : : : ; en 2 T Expcon n � 0 y ei � e; 8i = 1 : : :n.Obs�ervese que � es realmente un orden RPO en el sentido de [44], pues en lo que sere�ere a � estamos tratando a las variables como nuevos s��mbolos de constante, asign�andolesprioridad m��nima.El orden de restricciones u objetivos etiquetados que consideramos es de nuevo la ex-tensi�on � a multiconjuntos de �, lo que tiene sentido, pues las restricciones etiquetadas sonmulticonjuntos de �atomos etiquetados, a los que se aplica el orden � de�nido anteriormente.Debe entenderse que las posibles cuanti�caciones que aparezcan son ignoradas a efectos delorden entre restricciones. Es decirDe�nici�on 4.12 (Orden de restricciones etiquetadas)Dadas 9U'; 9V 2 T Con, donde ';  no tienen cuanti�caciones, de�nimos9U'� 9V  , S' � S siendo S'; S los multiconjuntos de los �atomos etiquetados de ';  .Recogemos en el siguiente lema algunas propiedades de los �ordenes reci�en de�nidos.Lema 4.2(i) � y � son �ordenes bien fundados.(ii) Si e1 � e2, entonces e[u e1] � e[u e2], para todas e; e1; e2 2 T Exp(iii) Si e � e0, siendo e0 � fk(X1; : : : ; Xn), entonces e� � e0�, para toda sustituci�on� � fY1=e01; : : : ; Yl=e0lg con e0i 2 T Exp; fY1; : : : ; Ylg � fX1; : : : ; Xng.(iv) Si e 2 T Expk y k < k0, entonces e � fk0(e1; : : : ; en), para cualquier f 2 �, e1; : : : ; en 2T Exp.(v) Si t; t1; : : : ; tn � t0 entoncesfs[u t0]; s1; : : : ; smg � fs[u t]; t1; : : : ; tn; s1; : : : ; smgpara s1; : : : ; sm 2 T Exp cualesquiera.Demostraci�on:Los apartados (i); (ii) son bien conocidos ([44, 46]) para los �ordenes RPO. En cuanto a(iv); (v), son casi simples observaciones escritas para su uso futuro, y cuya prueba es casiinmediata. El apartado (iii) merece m�as atenci�on, y lo probamos por inducci�on sobre laestructura de e.



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 50� Sea e � X . Si X 62 fY1; : : : ; Ylg, entonces e� � X � e0�, ya que e0� no es una variable.Si, por el contrario, X 2 fY1; : : : ; Ylg � fX1; : : : ; Xng, entonces e� es un subt�ermino dee0�, por lo que e� � e0�.� Sea e � gl(e1; : : : ; em), y supongamos el resultado cierto para e1; : : : ; em.Es claro que no puede veri�carse gl � fk, pues en ese caso la �unica posibilidad parae � fk(X1; : : : ; Xn) es que e � Xi para alg�un i, lo que no puede suceder.Tampoco puede darse gl � fk , pues entonces se tendr��a m � n; e � fk(e1; : : : ; en), y lacondici�on e � e0 implicar��a fe1; : : : ; eng � fX1; : : : ; Xng, que tampoco puede ser cierto.As�� pues se tiene gl � fk , y puesto que e � e0, debe veri�carse ei � e0 para todoi = 1; : : : ; n. La hip�otesis de inducci�on garantiza que ei� � e0�, y �nalmentee� � gl(e1�; : : : ; em�) � fk(X1�; : : : ; Xn�) � e0�lo que completa la inducci�on.2 El siguiente lema es el resultado t�ecnico m�as importante de esta secci�on, por ser la clavepara probar la completitud.Lema 4.3 (Reducci�on de la complejidad)Sea � una soluci�on de ', u una posici�on no primitiva en ' tal que [']u = f(e1; : : : ; en)(f 2 �n), y '� un testigo minimal de ' para � tal que ['� ]u = fk(e�11 ; : : : ; e�nn ), con k > 0.Entonces existe una regla R 2 P para f para la que ';u;R  , y de modo que(i) � es soluci�on de  (ii)  tiene un testigo minimal  � 0 para � tal que  � 0 � '� .Demostraci�on:En primer lugar, observemos que �[[fk(e�11 ; : : : ; e�nn )]] no puede ser ?, pues en ese casopodr��amos obtener un testigo � '� (contra la hip�otesis de minimalidad de '� ) sin m�as quereemplazar en la posici�on u de '� el s��mbolo fk por el de prioridad estrictamente m�as peque~naf0. Ahora, si tenemos en cuenta que(? 6=)�[[fk(e�11 ; : : : ; e�nn )]] = fTP"k(�[[e�11 ]]; : : : ; �[[e�nn ]])podemos concluir, de la de�nici�on de TP " k (= TP(TP " k � 1)) y de la condici�on dedeterminismo del programa P , que existe una regla R � f(X1; : : : ; Xn) = e ( � y unavaloraci�on �0 tales que (1) �0(Xi) = �[[e�ii ]]; para todo i = 1; : : : ; n(2) �0 j=TP"k�1 �(3) �0[[e]]TP"k�1 = �[[fk(e�11 ; : : : ; e�nn )]]



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 51Podemos suponer adem�as que las variables Y de R no aparecen en ' (considerando unavariante si es preciso) y que �0 coincide con � excepto posiblemente sobre las variables Y (yaque las condiciones pedidas a �0 s�olo afectan a estas �ultimas). En particular, �0 coincide con� sobre las variables libres de ', por lo que se tiene �0 j= '� , y adem�as (1); (3) pueden serreformulados como (10) �0(Xi) = �0[[e�i ]](30) �0[[e]]TP"k�1 = �0[[fk(e�11 ; : : : ; e�nn )]]Si usamos la regla R para estrechar ' obtendremos';u;R  siendo  � 9Y ('[u e�]; ��), con � = fX1=e1; : : : ; Xn=eng. Para demostrar el lema bastaprobar que  tiene un testigo  � para � tal que  � � '� , pues por de�nici�on de testigo setendr��a � j=  � (y por tanto � j=  , es decir, se tiene (i)), y para (ii) bastar�a considerar untestigo minimal  � 0 �  � . El testigo de  buscado puede venir dado por � � 9Y ('� [u e(k�1)�� ]; �(k�1)�� )donde �� = fX1=e�11 ; : : : ; Xn=e�nn g, y e(k�1); �(k�1) denotan los etiquetados homog�eneos dee; � correspondientes a TP " k � 1.Que  � � '� se deduce del lema 4.2(iv). En efecto: 4.2(iv) nos asegura que tanto e(k�1)como �(k�1) son � fk(X1; : : : ; Xn). Aplicando (iii) del mismo lema, tenemose(k�1)�� � fk(e�11 ; : : : ; e�nn )y lo mismo para �(k�1)�� . Finalmente, el lema 4.2(v) nos permite concluir que  � � '� .S�olo resta probar que � j=  � , y para ello es su�ciente { ya que �0 coincide con � exceptoposiblemente en Y { probar que�0 j= '� [u e(k�1)�� ]; �(k�1)��Para ello observemos que, por la de�nici�on de �� y por (10),�0[[Xi�� ]] = �0[[e�ii ]] = �0(Xi); para todo i = 1; : : : ; ny adem�as, por el signi�cado de e(k�1) y por (30)�0[[e(k�1)]] = �0[[e]]TP"k�1 = �0[[fk(e�11 ; : : : ; e�nn )]]Podemos deducir entonces, por el lema 4.1, que�[[e(k�1)�� ]] = �[[e(k�1)]] = �[[fk(e�11 ; : : : ; e�nn )]]Como consecuencia, y ya que �0 j= '� , se tendr�a tambi�en �0 j= '� [u  e(k�1)�� ]. Unrazonamiento similar, algo m�as simple, nos permite a�rmar que �0 j= �(k�1)�� , utilizando eneste caso la condici�on (2) de arriba. En de�nitiva, hemos obtenido�0 j= '� [u e(k�1)�� ]; �(k�1)��



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 52lo que concluye la demostraci�on.2 Los pasos de estrechamiento dados conforme al lema anterior son pasos que denominamosperezosos. La noci�on de pereza admite sin embargo algunos matices que desarrollamos acontinuaci�on.De�nici�on 4.13 (Posiciones demandadas)Sea � una soluci�on de ' y u 2 NPos(').� Si '� es un testigo minimal de ' para �, se dice que u est�a demandada por �; � si�(u) = TP " k; k > 0.� Se dice que u est�a demandada por � si lo est�a por alg�un testigo minimal para �.� Se dice que u est�a absolutamente demandada si lo est�a por todas las soluciones de ' ytodos sus testigos minimales.La existencia de posiciones absolutamente demandadas no est�a garantizada para todoobjetivo, como muestra el siguiente ejemplo.Ejemplo 4.7Consideremos, en CFLP (H 6=) , dos funciones no primitivas f; g de�nidas por las reglasf(X) = a:g(X) = b:donde a; b 2 CS0. Si consideramos el objetivo ' � c(f(X); g(X)) === c(b; a), donde c 2CS2, se tiene que ' (que admite cualquier valoraci�on � como soluci�on) no tiene posicionesabsolutamente demandadas, pues para cualquier � dos testigos minimales para � sonc(f1(X); g0(X)) === c(b; a) y c(f0(X); g1(X)) === c(b; a)con lo que ni f(X) ni g(X) est�an demandadas por todos los testigos minimales3 La noci�on de posici�on absolutamente demandada recuerda a la de `redex necesario' (neededredex) de los sistemas ortogonales de reescritura [76]. A diferencia de �estos, como ya hemosvisto, la existencia de posiciones absolutamente demandadas no est�a garantizada. En sulugar, habr��a que hablar de `conjuntos completos de posiciones demandadas', a semejanza delos `conjuntos de redexes necesarios' (`sets of needed redexes') de [139]. Desde un punto devista m�as aplicado, la posible inexistencia de posiciones absolutamente demandadas implicaque, en general, no hay estrategias completas para el estrechamiento con restricciones, si por



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 53estrategia se entiende la selecci�on de una posici�on no primitiva en el objetivo. Habr��a queconsiderar, en su lugar, una noci�on m�as general de estrategia, como en [53], que se re�era ala selecci�on de un conjunto de posiciones.De�namos a continuaci�on lo que entendemos por c�omputos perezosos.De�nici�on 4.14 (C�omputos perezosos)Sea � una soluci�on de '0 y '0 ;u0;R0 '1 ;u1 ;R1 : : :;un�1;Rn�1 'n un c�omputo que captura�, es decir, � es soluci�on de 'n (y por tanto de 'i para i = 0; : : : ; n).� El c�omputo es localmente perezoso para � si ui est�a demandada por �, para todoi = 0; : : : ; n� 1.� El c�omputo es globalmente perezoso para � si existen testigos minimales '�00 ; : : : ; '�nnde '0; : : : ; 'n tales que '�00 � '�11 � : : : � '�nn y ui est�a demandada por �; '�ii , paratodo i = 0; : : : ; n� 1.Es obvio que todo c�omputo globalmente perezoso lo es localmente. Es tambi�en obvio queno existen c�omputos globalmente perezosos in�nitos.El lema 4.3 nos permite concluir inmediatamente que todo c�omputo perezoso (sea local-mente o globalmente) puede ser continuado. Con m�as precisi�on tenemosTeorema 4.3� Sea � una soluci�on de '0 y '0;�'n un c�omputo localmente perezoso para �. Entonces,para toda posici�on u en 'n demandada por �, se puede dar un paso 'n ;u;R 'n+1 talque '0;�'n+1 es localmente perezoso para �.� Sea � una soluci�on de '0 y '0 ; '1 ; : : : ; 'n un c�omputo globalmente perezosopara � con testigos minimales '�0) � '�11 � : : :� '�nn . Entonces, para toda posici�on uen 'n demandada por �; '�nn , se puede dar un paso 'n ;u;R 'n+1 y elegir un testigominimal '�n+1n+1 de 'n+1 para � de modo que '0 ; : : :; 'n+1 es globalmente perezosopara �.El siguiente teorema resulta ahora casi inmediatoTeorema 4.4 (Completitud del estrechamiento perezoso por restricciones)Sea � una soluci�on de '. Entonces existe un c�omputo ';� globalmente perezoso y sem�anti-camente terminado para �.Algunos comentarios sobre los resultados anteriores. El lema 4.3 sobre reducci�on de lacomplejidad de objetivos es el que proporciona la informaci�on m�as importante, y donde seconcentra la mayor parte del trabajo t�ecnico que utiliza los �ordenes de�nidos. Este lemaes m�as aprovechado en el segundo apartado del teorema 4.3 que le sigue, que podr��amosparafrasear as��: si la elecci�on de las reglas es la adecuada, un c�omputo globalmente perezoso



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 54termina, independientemente de las posiciones (demandadas) elegidas para reducir. El primerapartado de ese mismo teorema es m�as d�ebil, y podr��amos leerlo as��: si la elecci�on de las reglases la adecuada, un c�omputo localmente perezoso se puede continuar, independientemente delas posiciones (demandadas) elegidas para reducir, y eventualmente terminar. Recordemos(ver ejemplo 4.4) que esto no tiene por qu�e ser cierto si se reduce en posiciones no demandadas,en cuyo caso podemos perder la soluci�on buscada, con independencia de la regla elegida parareducir.El teorema de completitud 4.4, como suele ser habitual, tiene un enunciado m�as claro,pero es m�as d�ebil en el sentido de que no reeja el indeterminismo `don't care' de las posicioneselegidas.Los siguientes ejemplos pretenden aclarar la diferencia entre c�omputos local y globalmenteperezosos.Ejemplo 4.8Consideremos el programa(Or1) or(true; Y ) = true: (F ) f(X) = g(X)(Or2) or(X; true) = true: (G) g(X) = truey el objetivo '0 � or(f(X); g(Y )) == true, para el que cualquier � es soluci�on.El siguiente c�omputo es localmente, pero no globalmente perezoso.or(f(X); g(Y )) == true ('0);(F ) or(g(X); g(Y )) == true ('1);(G) or(g(X); true) == true ('2);(Or2) true == true; true = true ('3)Las posiciones usadas est�an subrayadas. Son todas ellas demandadas (por cualquiersoluci�on), como indica la siguiente secuencia de testigos minimales:or1(f2(X); g0(Y )) == true ('�00 )or1(g0(X); g1(Y )) == true ('�11 )or1(g0(X); true) == true ('�22 )true == true; true = true ('�33 )Por tanto el c�omputo es localmente perezoso. No es globalmente perezoso, pues no severi�ca '�00 � '�11 , y para el �unico otro testigo minimal de '1, que vendr��a dado por'� 011 � or1(g1(X); g0(Y )) == true, s�� se tiene '�00 � '� 011 , pero la posici�on utilizada en elpaso '1 ; '2 no es demandada por '� 011 . Podr��amos describir la situaci�on diciendo que enel paso '1 ; '2 hemos `cambiado de testigo (o de plan)', por lo que en el c�omputo globalhemos hecho reducciones innecesarias. En efecto, las reducciones realizadas en '1 ; '2 ; '3pueden efectuarse desde '0, sin que el paso '0 ; '1 aporte nada. Dicho con m�as claridad,un c�omputo globalmente perezoso ser��a



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 55or(f(X); g(Y )) == true ('0);(G) or(f(X); true) == true ( 1);(Or2) true == true; true = true ( 2)al que corresponder��a la secuencia de testigos minimalesor1(f0(X); g1(Y )) == true ('� 000 )or1(f0(X); true) == true ( �11 )true == true; true = true ( �22 )para la que '� 00 �  �1 �  �2.Otro c�omputo globalmente perezoso provendr��a de perseverar en el `plan' correspondienteal paso '0 ; '1 or(f(X); g(Y )) == true ('0);(F ) or(g(X); g(Y )) == true ('1);(G) or(true; g(Y )) == true ('02);(Or1) true == true; true = true ('03)para el que una secuencia de testigos minimales decrecientes ser��aor1(f2(X); g0(Y )) == true ('�00 )or1(g1(X); g0(Y )) == true ('� 011 )or1(true; g0(Y )) == true ('� 022 )true == true; true = true ('� 033 )3 En el ejemplo anterior todos los c�omputos presentados (de hecho todos los posibles)terminan. En el siguiente vemos que puede haber c�omputos localmente perezosos in�nitos,en los que se cambia constantemente `de plan' 15.Ejemplo 4.9Dado el programa (F ) f(X) = g(f(X)):(G1) g(0) = 0:(G2) g(X) = h(X):(H) h(X) = 0:existe un c�omputo localmente perezoso in�nito para el objetivo f(0) == 0f(0) == 0 ('0); g(f(0)) == 0 ('1); g(g(f(0))) == 0 ('2); : : :15Tambi�en podr��amos llamarlos entonces locamente perezosos.



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 56Cada posici�on utilizada (subrayada) es demandada, como prueba la secuencia de testigosminimales f3(0) == 0 ('�00 )g1(f3(0)) == 0 ('�11 )g1(g1(f3(0))) == 0 ('�22 ): : :El c�omputo no es globalmente perezoso pues, por ejemplo, no se tiene '�00 � '�11 , y parael �unico otro testigo minimal de '1, que es g2(f0(0)) == 0 ( y que s�� resulta ser � '�00 ),la posici�on en la que se reduce en el siguiente paso (la de f(X)) no est�a demandada. Esdecir, hemos `cambiado de plan'. Lo mismo pasa en el resto de los pasos del c�omputo con lasubexpresi�on f(X) que aparece cada vez m�as internamente.N�otese de todos modos que, aunque puedan ser in�nitos, en los c�omputos localmenteperezosos nunca estamos perdidos del todo (si la elecci�on de las reglas es adecuada), pues encualquier paso el c�omputo se puede continuar a uno globalmente perezoso (desde ese punto),y por tanto terminar.34.4 Combinaci�on del estrechamiento con la resoluci�on de restriccionesEl estrechamiento por restricciones (;) tal como lo hemos de�nido no es su�ciente en lapr�actica como regla de c�omputo. Algunas de las objeciones que se pueden presentar ser��an:� La regla para ; simplemente realiza reescritura, no contempl�andose ninguna noci�onde resoluci�on o simpli�caci�on de restricciones. Como consecuencia, las respuestas com-putadas (objetivos terminados) pueden consistir en una enorme e ininteligible colecci�onde restricciones.� La propia noci�on de c�omputo sem�anticamente terminado es de escaso valor pr�actico.Por una parte, el que un objetivo est�e terminado o no depende de la soluci�on particularque consideremos, y adem�as en un objetivo sem�anticamente terminado pueden aparecersubexpresiones no primitivas que, al menos desde un punto de vista `sint�actico', estar��ana�un pendientes de ser evaluadas (y de hecho pueden estarlo para soluciones distintas deaqu�ellas para las que el objetivo est�e terminado). Como es natural, cuando resolvemosen la pr�actica un objetivo no conocemos de antemano cu�ales son sus soluciones, yprecisamente lo que esperamos del c�omputo es obtener una colecci�on (posiblementein�nita, eso s��) de restricciones primitivas en alg�un modo de forma resuelta, cuyassoluciones sean las soluciones del objetivo original.� Tambi�en la noci�on de paso perezoso, basada en la de posici�on demandada, es dependientede la soluci�on particular bajo consideraci�on. Desear��amos disponer de criterios efectivospara seleccionar posiciones en las que reducir.El ejemplo que sigue muestra algunos de los problemas indicados.



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 57Ejemplo 4.10Consideraremos en este caso un programa de aspecto m�as `real', para poder comparar mejor eltipo de c�omputos y respuestas que obtenemos mediante ; con las que podr��amos considerarrazonables desde un punto de vista pr�actico.Consideremos el conjunto de constructoras CS dado porCS0 = ftrue ; false; 0; [ ]g; CS1 = fsg; CS2 = f[:j:]gEn la instancia CFLP (H 6=) de�nida por CS, consideremos el programa que de�ne las fun-ciones card/1 y elem/2 mediante las reglaselem(X;L) = false ( L = [ ] (M1)elem(X;L) = true ( L = [Y j Y s]; X == Y: (M2)elem(X;L) = elem(X; Y s) ( L = [Y j Y s]; X === Y: (M3)card(L) = 0 ( L = [ ] (S1)card(L) = card(Xs) ( L = [X j Xs]; elem(X;Xs) == true: (S2)card(L) = s(card(Xs)) ( L = [X j Xs]; elem(X;Xs) == false: (S3)La funci�on booleana elem devuelve true o false dependiendo de si su primer argumento eso no un elemento del segundo argumento, que debe ser una lista. La funci�on card devuelve eln�umero de elementos distintos de su argumento, que tambi�en debe ser una lista. Obs�erveseque en las reglas anteriores hemos utilizado igualdades de la forma X = t para expresar launi�caci�on de un argumentoX con un patr�on lineal t. Como se coment�o en el apartado 2.3.3,la igualdad = no es continua en CFLP (H6=) , y por consiguiente el uso de restricciones deltipo X = debe entenderse como una abreviatura sint�actica para evitar el uso expl��cito delas funciones selectoras ck y los predicados reconocedores is c, de lectura sin duda m�as engo-rrosa. En la ;-derivaci�on que analizamos a continuaci�on, mantenemos dicha representaci�onabreviada, sin que este hecho afecte de modo relevante a la discusi�on que sigue, ya que todoslos ;-pasos se dan en igualdades estrictas == o desigualdades ===. En cualquier caso, en elsiguiente cap��tulo quedar�a justi�cado el uso restringido que hacemos de = para expresar launi�caci�on.Un objetivo para este programa podr��a ser( card([A;B]) === N ('0)Una soluci�on � de '0 viene dada por�(A) = 0; �(B) = s(0); �(N) = s(0)y un valor cualquiera para el resto de las variables. Una ;{derivaci�on a partir de '0 quecapture � podr��a ser la siguiente, en la que hemos abreviado de manera obvia los s��mbolos



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 58elem, card, true y false.ca([A;B]) === N ('0);(S3) 9X;Xs([A;B] = [X j Xs]; el(X;Xs) == f;s(ca(Xs)) === N) ('1);(M3) 9X;Xs; Y; Y s([A;B] = [X j Xs]; Xs= [Y j Y s]; X === Y;el(X; Y s) == f; s(ca(Xs)) === N) ('2);(M1) 9X;Xs; Y; Y s([A;B] = [X j Xs]; Xs= [Y j Y s];X === Y; Y s = [ ]; f == f; s(ca(Xs)) === N) ('3);(S3) 9X;Xs; Y; Y s;X 0; Xs0([A;B] = [X j Xs]; Xs = [Y j Y s];X === Y; Y s = [ ]; f == f;Xs = [X 0 j Xs0];el(X 0; Xs0) == f; s(s(ca(Xs0))) === N) ('4);(M1) 9X;Xs; Y; Y s;X 0; Xs0([A;B] = [X j Xs]; Xs = [Y j Y s];X === Y; Y s = [ ]; f == f;Xs = [X 0 j Xs0]; Xs0 = [ ];f == f; s(s(ca(Xs0))) === N) ('5)Podemos comprobar que '5 est�a sem�anticamente terminado para �, es decir, � es soluci�onde j '5 j. En efecto, podemos rede�nir � en las variables existenciales de '5 (que sonX;Xs; Y; Y s;X 0 y Xs0) como�(X) = 0; �(Xs) = [s(0)]; �(Y ) = �(X 0) = s(0); �(Y s) = �(Xs0) = [ ]en cuyo caso �(j '5 j) resulta ser[0; s(0)] = [0; s(0)]; [s(0)] = [s(0)]; 0 === s(0); [ ] = [ ]; f == f;[s(0)] = [s(0)]; [ ] = [ ]; f == f; s(s(?)) === s(0)que es cierta en H6=.A pesar del empe~no que hemos puesto en ordenar en cada paso la restricci�on acumuladade la forma m�as legible, hay que aceptar que proporcionar a un usuario la restricci�on '5 comorespuesta al objetivo inicial '0 no le animar��a precisamente para usar nuestro sistema. Ysi no estamos preocupados en potenciales usuarios, sino solamente en la posibilidad te�oricade implementar el lenguaje CFLP (H 6=) , hay alguna pregunta que responder, en particular:>c�omo se reconocen los c�omputos sem�anticamente terminados? Por ejemplo, en la derivaci�onanterior '4 no est�a sem�anticamente terminado para ninguna soluci�on, a diferencia de '5que, como hemos visto, s�� lo est�a para alguna. En ambos casos quedan a�un expresionesno primitivas. >C�omo se sabe que adem�as hay otras soluciones para las que tampoco '5est�a sem�anticamente terminado, aunque las capture, como por ejemplo la que viene dada por�(A) = 0; �(B) = s(0); �(N) = s(s(s(0)))?3 Para concluir esta discusi�on inicial, podemos decir que al considerar el estrechamiento porrestricciones como �unica regla de c�omputo para una instancia CFLP (R) de nuestro esquema,



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 59se est�a obviando el hecho de que un lenguaje con restricciones es interesante justamente porla existencia de alg�un mecanismo espec���co (dependiente de la estructura de base), efectivo ydeseablemente e�ciente, que permita determinar la satisfactibilidad de restricciones primitivasy obtener formas simpli�cadas (o resueltas) para �estas.Nuestro objetivo ahora es precisar qu�e entendemos por un mecanismo de resoluci�on derestricciones, c�omo se combina con el estrechamiento por restricciones (;), y bajo qu�e condi-ciones podemos garantizar que esta sem�antica operacional re�nada preserva las buenas pro-piedades { correcci�on y completitud { de que goza el estrechamiento por restricciones.4.4.1 Resoluci�on de restriccionesDada una �-estructura R, postulamos la existencia de una relaci�on;cs� Con� � (Con� [ fFAILg)de resoluci�on de restricciones primitivas. Escribiremos ' ;cs  y leeremos ' se reducea  (en un paso). Podemos entender FAIL como una restricci�on trivialmente falsa (que,por de�nici�on de ;cs, es irreducible). Operacionalmente, ' ;cs FAIL indica un c�omputofallido y s�olo puede producirse (salvo que ;cs no sea correcta, ver de�nici�on m�as abajo) si' es insatisfactible. Puesto que ;cs determina de modo impl��cito un mecanismo de resolu-ci�on de restricciones, nos referiremos a ;cs indistintamente como `relaci�on de resoluci�on derestricciones' o `sistema de resoluci�on de restricciones'.Estaremos interesados en sistemas de resoluci�on de restricciones que cumplan algunaspropiedades naturales, como las que recoge la siguiente de�nici�on.De�nici�on 4.15Un sistema de resoluci�on de restricciones primitivas ;cs se dice(i) correcto si para todo paso ';cs  y � j=  , se tiene � j= '.(ii) completo si para toda ' ;cs-reducible y toda � j= ', existe  tal que ';cs  y � j=  .(iii) terminante si no hay reducciones '0 ;cs '1 ;cs '2 ;cs : : : in�nitas.(iv) semiterminante si no hay reducciones '0 ;cs '1 ;cs '2 ;cs : : : in�nitas, tales que 'isea satisfactible 8i.(v) que admite formas resueltas si ' es satisfactible, para toda ' ;cs-irreducible distinta deFAIL. Llamamos forma resuelta a cada una de estas ' , y si '0 ;cs� ', decimos que' es una forma resuelta de '0.(vi) de decisi�on si es correcto, completo, terminante y admite formas resueltas.(vii) de semidecisi�on si es correcto, completo, semiterminante y admite formas resueltas.(viii) �nitamente rami�cado si para cualquier ' 2 Con� el conjunto f 2 Con� j ';cs  ges �nito.



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 60Como consecuencia bastante inmediata de estas de�niciones, obtenemos las propiedadesque siguen, en las que usamos la notaci�on sol(') = f� j � j= 'g.Proposici�on 4.5Sea ;cs de semidecisi�on. Entonces:(a) Si ';cs� FAIL, entonces ' es insatisfactible.(b) Si � j= ', existe una forma resuelta  de ' tal que � j=  .(c) Si ;cs es de decisi�on se tiene el rec��proco de (a). Si adem�as es �nitamente rami�cado,toda restricci�on satisfactible ' tiene un n�umero �nito de formas resueltas  1; : : : ;  n, yse tiene sol(') = sol( 1) [ : : :[ sol( n).En lo sucesivo, suponemos que;cs es (al menos) de semidecisi�on y �nitamente rami�cado.El disponer de la relaci�on ;cs nos permite de momento dar una noci�on m�as efectiva de loque entendemos por terminar un c�omputo.De�nici�on 4.16 (Objetivos terminados)Se dice que ' est�a terminado para � si ' es una forma resuelta y � es soluci�on de '.Aunque por conveniencia para futuros resultados la de�nici�on sigue haciendo referencia auna determinada soluci�on, obs�ervese que toda forma resuelta es un objetivo terminado parasus soluciones, por lo que si;cs est�a de�nida de manera efectiva mediante reglas que permitanreconocer la ;cs-irreducibilidad, ya disponemos de un criterio efectivo de terminaci�on de losc�omputos.La resoluci�on de restricciones ;cs en R est�a concebida para ser combinada con el es-trechamiento por restricciones ; y obtener as�� un mecanismo de c�omputo de car�acter m�aspr�actico para la instancia CFLP (R), que permita simpli�car las restricciones durante elc�omputo, descartar posibles c�omputos sin soluci�on, y proporcionar respuestas en forma sim-pli�cada. Pero observemos que hemos supuesto ;cs de�nida sobre restricciones primitivas,mientras que en general en los CFLP -c�omputos encontraremos restricciones con subexpre-siones no primitivas, sin que ello requiera necesariamente la reducci�on por estrechamiento(;) de dichas subexpresiones, ya que podr��a violarse el car�acter perezoso de los c�omputos.Ejemplo 4.11Aunque no ser�a hasta el pr�oximo cap��tulo (ver 5.4) cuando presentaremos, mediante unconjunto de reglas, un sistema de resoluci�on de restricciones primitivas para la instanciaCFLP (H 6=) , no sorprender�a que, dadas las constructoras c=2; s=1; 0=0, se pueda efectuaruna ;cs-derivaci�on c(0; X) === c(s(0); Y );cs� trueque reconozca que la desigualdad inicial es cierta con independencia de los valores de X e Y .Esta �ultima a�rmaci�on seguir��a siendo v�alida si la desigualdad inicial fuese c(0; f(X)) ===c(s(0); Y ) ('), donde f es una funci�on de�nida, por lo que tambi�en ser��a de esperar quec(0; f(X)) === c(s(0); Y );cs� true



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 61Sin embargo, desde un punto de vista meramente formal, una derivaci�on como la anteriorno es posible por medio de un resolvedor de restricciones ;cs que, como se indica arriba,suponemos de�nido solamente para restricciones primitivas; no es �este el caso de la desigual-dad c(0; f(X)) === c(s(0); Y ).Obs�ervese adem�as que para conseguir reducir ' �nalmente a true no podemos con�ar enestrechar ' (mediante ; en la posici�on de f(X)) hasta obtener una restricci�on primitiva  ,para posteriormente resolver  ;cs� true; no solamente se har��a trabajo superuo (pues ' escierta con independencia del valor de f(X)), sino que estrechar en f(X) (el �unico uso posiblede ; en este caso) puede suponer p�erdida de soluciones de '. As�� suceder��a, por ejemplo, sif viene de�nida por la regla f(X) = X ( f(X) == f(X). Tendr��amos entonces'; c(0; X) === c(s(0); Y ); f(X) == f(X) ( )con lo que pasamos de ', que admite cualquier valoraci�on como soluci�on, a  , que no tienesoluciones.La situaci�on presentada aqu�� es muy similar a la del ejemplo 4.4, donde se mostraba porprimera vez el peligro de estrechar en una posici�on no demandada. De todos modos, entreambos ejemplos existe alguna diferencia de inter�es para la discusi�on que nos ocupa ahora:en 4.4 f(X) aparec��a como argumento no demandado en la expresi�on g(f(X)), y de hechopod��amos hacer desaparecer f(X) estrechando en la posici�on de g. En nuestro caso actual,s�olo las reglas de ;cs podr��an hacerse cargo de la eliminaci�on de f(X), si no fuese porque;cs est�a de�nido s�olo sobre restricciones primitivas.3 Se desprende de todo lo anterior la necesidad de considerar una extensi�on de ;cs, llam�e-mosla ;bcs , que act�ue tambi�en sobre restricciones no primitivas. La idea de tal extensi�on, esque permita dar pasos de resoluci�on de restricciones (posiblemente no primitivas) que seanv�alidos con independencia de la interpretaci�on que pueda darse a los s��mbolos no primitivos.Es esta extensi�on ;bcs la que queremos combinar con el estrechamiento por restricciones;, para obtener un mecanismo de c�omputo m�as realista. En la siguiente de�nici�on precisamoslas propiedades que esperamos de ;bcs para ser una extensi�on adecuada de ;cs.De�nici�on 4.17Sea ;cs� Con�� (Con� [fFAILg) un sistema de semidecisi�on de restricciones primitivas.Decimos que ;bcs� Con�[�� (Con�[� [fFAILg) extiende con pereza a ;cs si veri�ca lassiguientes propiedades:� ;bcs, restringido a Con� (restricciones primitivas), coincide con ;cs.� Correcci�on: Para toda I 2 INT , si ';bcs  y � j=I  entonces � j=I '.� Completitud: Para toda I 2 INT , si ' es ;bcs-reducible y � j=I ', entonces ';bcs  y � j=I  , para alguna  .



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 62� Pereza: Si � j=j ' j, existe  primitiva tal que ';bcs�  y � j=j  j.La correcci�on y completitud se piden para interpretaciones cualesquiera porque entende-mos;bcs como un sistema independiente del programa, y por tanto independiente del signi�-cado que puedan tener los s��mbolos no primitivos. N�otese por otra parte que la correcci�on yla completitud de ;bcs implican en particular la correcci�on y completitud de ;cs.Para analizar el signi�cado y la necesidad de la condici�on de pereza, hagamos antes algunasconsideraciones acerca de una forma obvia de conseguir, a partir de ;cs, una extensi�on ;bcscorrecta y completa. Informalmente, para efectuar un paso ';bcs  , siendo ' una restricci�onno primitiva, se realiza '0 ;bcs  0, siendo '0 el resultado de reemplazar por variables nuevaslas subexpresiones no primitivas m�as externas de '; la restricci�on (posiblemente no primitiva) se obtiene de efectuar el reemplazamiento inverso en  0.Aplicando este mecanismo a nuestro ejemplo anterior ya obtendr��amos, como dese�abamos,c(0; f(X)) === c(s(0); Y );bcs� truesupuesto que se tuviese (como parece razonable)c(0; U) === c(s(0); Y );cs� truePero por desgracia la correcci�on y completitud requeridas arriba para ;bcs no son su-�cientes { y por tanto tampoco el mecanismo descrito { para nuestros prop�ositos, al nogarantizar que todas las soluciones de un objetivo queden cubiertas por un c�omputo ter-minado. Dicho de otro modo, no queda asegurado que sea posible pasar de un c�omputosem�anticamente terminado a otro terminado. Ve�amoslo con un ejemplo.Ejemplo 4.12Sea CS0 = f0g; CS1 = fsg, y consideremos, en la instancia CFLP (H 6=) correspondiente aCS, el programa que de�ne la funci�on constante f=0 por la reglaf = s(f)Teniendo en cuenta que la funci�on f denota el �arbol in�nito s(s(s : : :, es claro que el objetivo' dado por X === fadmite como soluciones las in�nitas valoraciones que dan a X los respectivos valores0; s(0); s(s(0)); : : :Mediante un paso de estrechamientoX === f ; X === s(f)llegamos a un objetivo sem�anticamente terminado para la soluci�on �(X) = 0, pero sin em-bargo no terminado, pues X === s(f) no es una restricci�on primitiva. Sin embargo, en



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 63virtud del mecanismo propuesto m�as arriba para la extensi�on ;bcs, X === s(f) resultar��a ser;bcs-irreducible, si se tiene en cuenta que la restricci�on primitiva X === s(U) est�a en formaresuelta, de acuerdo con las reglas para CS que daremos en la secci�on 5.4. As�� pues, la �unicaforma de continuar el c�omputo ser��a dar un nuevo paso de estrechamientoX === s(f ); X === s(s(f))El nuevo objetivo est�a sem�anticamente terminado, pero una vez m�as no terminado, para lassoluciones �(X) = 0 y �(X) = s(0). Estar��amos en una situaci�on similar a la de antes, en pre-sencia de un objetivo no terminado y sin embargo ;bcs-irreducible. Pasos de estrechamientoadicionales no resuelven la situaci�on, por lo que concluimos que para el objetivo inicial ', aunteniendo in�nitas soluciones, no existen c�omputos terminados. En resumen: se ha perdidola completitud (siempre asumiendo como extensi�on ;bcs la obtenida por el procedimiento dem�as arriba).3 La propiedad de pereza que pedimos a ;bcs est�a introducida precisamente para paliareste problema. La idea es que ;bcs permita pasar de objetivos sem�anticamente terminados aobjetivos terminados, es decir, que se haga cargo de la eliminaci�on de aquellas subexpresionesno primitivas cuya evaluaci�on no sea necesaria.Es f�acil probar que, en el caso de que;bcs sea terminante, la condici�on de pereza se puedeexpresar de un modo m�as simple.Proposici�on 4.6Sea ;bcs una extensi�on correcta, completa y terminante de ;cs. Entonces: ;bcs es perezosasi y solo si para toda ' no primitiva y ;bcs-irreducible, se tiene que j ' j es insatisfactible.Ejemplo 4.13Considerando el programa y objetivo del �ultimo ejemplo, veamos c�omo deber��a comportarsela extensi�on ;bcs para ajustarse a la condici�on de pereza que acabamos de imponer.Que el objetivo ' � X === s(f) est�e sem�anticamente terminado para � dada por�(X) = 0 quiere decir que � j=j ' j, y por tanto j ' j es satisfactible. Por la condici�on depereza, ' debe ser ;bcs-reducible (posiblemente en varios pasos) a una restricci�on primitivaque capture �. Las reglas que daremos en 5.4 para ;bcs en CFLP (H 6=) permitir�an en efectolos dos siguientes ;bcs-pasos alternativos para ':X === s(f);bcs X = 0 (Alternativa 1)X === s(f);bcs X = s(U); U === f (Alternativa 2)La primera alternativa es `perezosa', en el sentido de que captura aquellas soluciones de' para las que la evaluaci�on de f no es necesaria, haciendo de hecho desaparecer f de '.



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 64Observemos que hemos llegado (en este caso en un solo paso, en general se necesitar�an m�as)del objetivo sem�anticamente terminado ' a la forma resuelta X = 0, es decir, a un objetivoterminado.La segunda alternativa cubre el resto de las in�nitas soluciones de '. Para continuar elc�omputo por ella es preciso estrechar f para obtenerX = s(U); U === f ;bcs X = s(U); U === s(f)Para este nuevo objetivo existen de nuevo dos ;bcs-alternativasX = s(U); U === s(f);bcs X = s(U); U = 0X = s(U); U === s(f);bcs X = s(U); U = s(V ); V === fla primera de las cuales es ya primitiva y se puede ;cs-reducir a la forma resuelta X = s(0).Reiterando el proceso se ir��an obteniendo el resto de las soluciones del objetivo.3 En cierto sentido, se puede a�rmar que la distinci�on que hemos hecho entre ;cs y ;bcses meramente ret�orica, pues en de�nitiva es ;bcs (que incluye a ;cs), la que se combina conel estrechamiento ;. No hay necesidad real de de�nirla como extensi�on de ning�un sistemaprevio ;cs 16. Si lo hemos hecho as�� ha sido por motivos de claridad de la exposici�on, y paraponer �enfasis en lo que podr��a ser un proceso bastante natural de dise~nar ;bcs:� En primer lugar se dise~na ;cs , sin preocuparse en absoluto de que vaya a ser usada encombinaci�on con ;, ya que las propiedades que le pedimos dependen exclusivamentedel dominio de base, independientemente de su uso en una instancia de CFLP (X).De hecho, en muchos casos ;cs puede ser un sistema conocido de antemano, cuyaexistencia sea precisamente la que justi�que el inter�es de la instancia en cuesti�on.� En segundo lugar, se examina qu�e modi�caciones hacen falta en la extensi�on `natural'de ;cs, para conseguir la condici�on de pereza.Una vez clari�cado el papel de la extensi�on ;bcs y las propiedades deseables para ella,incurriremos en un abuso m�as de notaci�on y utilizaremos ;cs en lugar de ;bcs, aclarandocuando sea preciso si estamos ante una restricci�on primitiva o no.4.4.2 Correcci�on y completitudYa estamos en condiciones de de�nir con precisi�on la sem�antica operacional re�nada, queconsiste simplemente en la combinaci�on del estrechamiento por restricciones con la resoluci�on16En este caso, la primera condici�on de la de�nici�on 4.17 deber��a reemplazarse por: `;bcs, restringido aCon�, es un sistema de semidecisi�on'. Como adem�as la correcci�on y completitud de ;bcs implican la desu restricci�on a Con�, la condici�on anterior queda reducida a la semiterminaci�on y la existencia de formasresueltas.



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 65de restricciones. Es decir, la relaci�on que expresa un paso de c�omputo viene dada por;ncs � ; [;cspara la que se tienen los siguientes resultados de correcci�on y completitud, an�alogos a losteoremas 4.1 y 4.4 para ;.Teorema 4.5 (Correcci�on de ;ncs)Si ';ncs�  y � es soluci�on de  , entonces � es tambi�en soluci�on de '.Demostraci�on:Por una sencilla inducci�on sobre el n�umero de pasos del c�omputo ' ;ncs�  . Para un paso';ncs  basta tener en cuenta la correcci�on de; (teorema 4.1) y la propiedad de correcci�onpedida a ;cs. 2En el teorema siguiente se establece la completitud de la sem�antica operacional dada porla combinaci�on ;ncs . En su enunciado, la noci�on de `localmente perezoso' se re�ere a los;-pasos de que conste un c�omputo. No hay ning�un inconveniente en aplicar tal noci�on a;ncs-c�omputos.Teorema 4.6 (Completitud de ;ncs)Sea � una soluci�on de '. Entonces existe un c�omputo localmente perezoso ';ncs�  termi-nado para �.Demostraci�on:Por el teorema 4.4 existe un c�omputo ';� 0 globalmente perezoso (por tanto localmenteperezoso) y sem�anticamente terminado para �, es decir, � j=j  0 j. Por la condici�on depereza, existe  1 primitiva tal que  0 ;cs�  1. Como;cs, restringido al caso de restriccionesprimitivas, es un un sistema de semidecisi�on, se tiene, por la proposici�on 4.5, que existe unaforma resuelta,  2, para  1, que tiene a � como soluci�on. Eso quiere decir que hemosencontrado un c�omputo terminado para �, que vendr�a dado por';� 0 ;bcs�  1 ;cs�  22 Este teorema, aun siendo interesante, constituye un resultado no muy fuerte de completi-tud, pues no dice nada acerca de c�omo intercalar pasos de estrechamiento ; con pasos deresoluci�on de restricciones. El c�omputo obtenido en la demostraci�on tiene de hecho un aspectobien poco `combinado', pues consta de una serie de pasos de estrechamiento, seguidos de otrosde resoluci�on de restricciones. Eso no quiere decir, por supuesto, que no pueda haber otrosc�omputos de car�acter m�as mixto que tambi�en terminen, pero lo cierto es que ni el teorema,ni su demostraci�on dicen nada al respecto. Una parte importante de la segunda parte de estetrabajo { en la que aplicaremos los resultados generales del esquema CFLP (X) a la instan-cia CFLP (H 6=) { consistir�a en obtener resultados de completitud m�as fuertes que �este. El



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 66investigar condiciones sobre los sistemas de resoluci�on de restricciones que permitan obtener,con car�acter general, resultados de completitud m�as fuertes que el anterior, constituye sinduda un punto de inter�es para trabajos futuros.Para terminar este apartado, revisamos el ejemplo que lo inici�o, intentando poner demani�esto el hecho de que la sem�antica operacional combinada dada por ;ncs proporcionac�omputos mucho m�as razonables.Ejemplo 4.14Consideremos el mismo programa, objetivo y soluci�on del ejemplo 4.10. Un posible ;ncs-c�omputo ser��a el siguiente, en el que ;cs es la relaci�on de�nida por las reglas que se presen-tar�an en la secci�on 5.4. Como las reglas usadas son muy razonables, abreviaremos algunospasos en la forma ;cs� .ca([A;B]) === N ('0);(S3) 9X;Xs([A;B] = [X j Xs]; el(X;Xs) == f;s(ca(Xs)) === N) ('1);cs 9X;Xs(A = X; [B] = Xs; el(X;Xs) == f;s(ca(Xs)) === N) ('2);cs� el(A; [B]) == f; s(ca([B])) === N ('3);(M3) 9Y; Y s([B] = [Y j Y s]; A === Y;el(A; Y s) == f; s(ca([B])) === N) ('4);cs� A === B; el(A; [ ]) == f; s(ca([B])) === N ('5);(M1) A === B; [ ] = [ ]; f == f; s(ca([B])) === N ('6);cs� A === B; s(ca([B])) === N ('7);(S3) 9X 0; Xs0(A === B; [B] = [X 0 j Xs0]; el(X 0; Xs0) == f;s(s(ca(Xs0))) === N) ('8);cs� A === B; el(B; [ ]) == f; s(s(ca([ ]))) === N ('9);(M1) A === B; [ ] = [ ]; f == f; s(s(ca([ ]))) === N) ('10);cs� A === B; s(s(ca([ ]))) === N ('11);cs 9U(A === B;N = s(U); U === s(ca([ ]))) ('12);cs 9U(A === B;N = s(U); U = 0) ('13);cs A === B;N = s(0) ('14)La diferencia con el c�omputo que inici�o este apartado es notoria. Ahora s�� resulta claroque '14 captura la soluci�on � dada por �(A) = 0; �(B) = s(0); �(N) = s(0). Hemos detalladocuidadosamente los �ultimos pasos de resoluci�on de restricciones para que se aprecie el pasodesde '10 (que ya estaba sem�anticamente terminado para �, pero conten��a a�un expresionesno primitivas), hasta '14, que es una restricci�on primitiva irreducible.Es interesante observar que, en este ejemplo particular, una forma en principio m�as naturalde terminar el c�omputo a partir de '11, ser��a reducir card([]) a 0, para obtener el nuevoobjetivo A === B; s(s(0)) === N , que ya estar��a terminado, y adem�as ser��a una respuestam�as general que la obtenida en el c�omputo mostrado. Debemos indicar en este punto quela posibilidad de haber procedido as�� est�a basada en la propiedad de que card([ ]) puede serreducido a forma normal; pero esto no va suceder as�� en general, ya que hay expresiones que



4 SEM�ANTICA OPERACIONAL DE CFLP -PROGRAMAS 67denotan �arboles in�nitos. Por otra parte, tal propiedad, adem�as de ser indecidible, dependepor supuesto de las reglas del programa que de�nan las funciones, mientras que en nuestraconcepci�on la resoluci�on de restricciones ;cs debe ser un mecanismo independiente de lasreglas.3



Parte IIEstudio de SFL6=



5 EL LENGUAJE SFL6= 695 El lenguaje SFL6=En lo que resta de este trabajo nos dedicaremos al estudio detallado de SFL 6=, un lenguajeen el que se combinan las caracter��sticas de un lenguaje l�ogico-funcional perezoso con el usode desigualdades. El lenguaje SFL 6= est�a introducido en [8].Son varios los objetivos que queremos cubrir al considerar este lenguaje concreto. En unlugar destacado se encuentra nuestro inter�es en comprobar si el esquema te�orico CFLP (X)que hemos investigado en la primera parte contribuye realmente al estudio y desarrollo delenguajes de programaci�on concretos. Como ya hemos visto, el esquema es desde luegobastante general, en el sentido de que muchos paradigmas de programaci�on declarativa sonexpresables en �el. Ser��a entonces demasiado esperar que, dada la relativa simplicidad con quehemos obtenido sus propiedades m�as importantes, todos los problemas (siquiera te�oricos)relativos a un lenguaje quedasen autom�aticamente resueltos por el mero hecho de ser unainstancia del esquema. Como veremos, no es as�� en el caso de SFL 6=. Eso tiene sin embargosu inter�es, porque el proceso de ajuste (muy �no, en ocasiones) que tendremos que hacerpara �jar SFL 6= como instancia de CFLP (X) ser�a cooperativo: a veces, la generalidad delesquema servir�a para comprender mejor algunos aspectos que estaban ocultos por lo concretodel lenguaje; en otras ocasiones, la necesidad de abordar con m�etodos espec���cos problemasno resueltos por el esquema puede aportar luz a las limitaciones de �este �ultimo y sugerirformas de superarlas.Como segundo objetivo importante est�a, por supuesto, el lenguaje en s��. La combinaci�onde igualdades y desigualdades en un mismo sistema ha despertado inter�es en la literaturadesde hace tiempo, y nuestro lenguaje es una contribuci�on m�as en esa l��nea. Queremosadem�as investigar el lenguaje de una forma bastante integral, desplaz�andonos de maneragradual desde la fundamentaci�on matem�atica de sus propiedades te�oricas, hasta los aspectosm�as concretos de su implementaci�on.5.1 Introducci�onMuchas de las propuestas que se han hecho para la integraci�on de la programaci�on funcionaly l�ogica (ve�ase la secci�on 1.2) utilizan sistemas de reescritura condicionales como programasy estrechamiento como mecanismo operacional para evaluaci�on de expresiones o resoluci�onde objetivos ecuacionales. En particular, los llamados lenguajes l�ogico-funcionales utilizanestrechamiento perezoso [131] como sem�antica operacional.El estrechamiento es un mecanismo de c�omputo que, al combinar uni�caci�on con rees-critura, produce sustituciones { que pueden ser entendidas como ecuaciones X = t { comorespuestas. Lo que nos interesa de ello en este momento es destacar el hecho de que, comocualquier otro mecanismo que produzca sustituciones como respuestas (resoluci�on, p. ej.), elestrechamiento puede necesitar obtener un n�umero in�nito de respuestas en algunos casos enlos que el uso de informaci�on negativa podr��a reducir el conjunto de soluciones a un tama~no�nito. Por ejemplo, la desigualdad X 6= Y no puede ser reemplazada por ning�un conjunto�nito y equivalente de ecuaciones (salvo si el dominio sobre el que var��an las variables es�nito). Parece claro que desde el punto de vista de la capacidad expresiva es interesante uti-lizar desigualdades para expresar condiciones en los programas y, lo que es m�as importante,



5 EL LENGUAJE SFL6= 70permitir su aparici�on como parte de las respuestas (lo que obviamente exige mantenerlasdurante los c�omputos).La idea de complementar la uni�caci�on { entendida como un proceso de resoluci�on deecuaciones sobre alg�un dominio de t�erminos o �arboles { con la resoluci�on de desigualdadesforma parte de la propia concepci�on de PROLOG II [31, 32, 33] { aceptado hoy d��a como elprimer lenguaje de programaci�on l�ogica con restricciones { y se mantiene en PROLOG III [34].Otros lenguajes, aparecidos ya como instancias del esquema CLP (X) [78, 79], incorporantambi�en desigualdades, interpretadas sobre un cierto dominio de t�erminos o �arboles, a sulenguaje de restricciones. Ejemplos de ello son CLP (FT ) [143], cuyo dominio es el propiouniverso de Herbrand, o el lenguaje flogg [49, 22] cuyo dominio extiende el universo deHerbrand mediante una operaci�on de construcci�on de conjuntos �nitos. Por otra parte, sinestar expresamente relacionado con ning�un lenguaje de programaci�on, existe mucho trabajote�orico profundo sobre uni�caci�on y resoluci�on de desigualdades (ve�ase, p. ej., [87, 35] comorecopilaciones recientes).Trabajos ya cl�asicos acerca de problemas ecuacionales 17 interpretados en distintas �alge-bras de �arboles (�nitos, racionales o in�nitos) son [32, 97, 108, 36].En [52] se da un procedimiento para resolver desigualdades (impl��citamente cuanti�cadasexistencialmente) interpretadas en un cociente del universo de Herbrand determinado poruna teor��a ecuacional E. El procedimiento, basado en estrechamiento, es completo si E vienedada por un sistema de reescritura convergente b�asico (`ground convergent'). El procedi-miento, que requiere en general un costoso test de reducibilidad b�asica, puede hacerse m�ase�ciente en caso de que el sistema est�e basado en constructoras. Por utilizar estrechamientocomo regla de c�omputo, las soluciones obtenidas son sustituciones, no cont�emplandose la po-sibilidad de incluir desigualdades en las respuestas. Por otra parte, los sistemas de reescrituraconsiderados son incondicionales.Una situaci�on similar se da en [15], donde se propone una ampliaci�on del lenguage LPG[14] para permitir la aparici�on de desigualdades en las condiciones de las cl�ausulas que de�nenpredicados. El uso de desigualdades no est�a contemplado en la de�nici�on de funciones, que seefect�ua mediante reglas condicionales (sin variables extra). El procedimiento usado en estecaso es una extensi�on de SLD-resoluci�on, que produce sustituciones como respuestas.En [129, 130] se adapta la propuesta de Stuckey [145] de negaci�on constructiva en CLP (X),dando como resultado un procedimiento, basado en estrechamiento, que resuelve constructi-vamente la negaci�on con respecto a una teor��a ecuacional que admite, a su vez, negacionesen las condiciones de las cla�usulas. El procedimiento es correcto y completo para teor��asnormales can�onicas, completamente de�nidas, con disciplina de constructoras y sin variablesextra en las condiciones. El uso que se hace de la negaci�on (desigualdades) es en este casom�as expresivo que en los anteriores (y que en el nuestro) pues, como es natural en el contextode la negaci�on constructiva, incluye cuanti�caci�on universal. Un enfoque similar, basado enlas ideas de negaci�on constructiva, se realiza en [115], para un lenguaje l�ogico funcional confunciones estrictas.Ninguna de las propuestas anteriores puede considerarse adecuada para nuestros prop�o-sitos. Aparte de los inconvenientes ya citados, ninguna de ellas sirve para expresar progra-17Un problema ecuacional [36, 35] es una f�ormula de primer orden cuyo �unico predicado es la igualdad.



5 EL LENGUAJE SFL6= 71maci�on l�ogico-funcional perezosa. El reejo sem�antico de ello es que en los trabajos citadosla igualdad y la desigualdad se interpretan como igualdad y desigualdad `verdaderas' (=; 6=)en el dominio de base, y en particular son una negaci�on l�ogica de la otra. Como se des-prende de algunas discusiones previas (ver 2.3.3), y en seguida volveremos a precisar, eso noes as�� en nuestro lenguaje SFL 6=, cuya sem�antica requiere interpretaciones continuas paralas operaciones prede�nidas, incluyendo la igualdad y desigualdad que hayan de considerarse(==;===). Entre otras consecuencias, eso supone que == y === no son negaci�on una deotra.Pasemos ya a presentar el lenguaje SFL 6=.5.2 Sintaxis de SFL 6=. SFL6=-programasPartimos de una signatura de primer orden, constituida por un conjunto de s��mbolos deconstructora CS = SCSn, junto con un conjunto de s��mbolos de funci�on � = S�n. CSny �n son los conjuntos de s��mbolos (de constructora y funci�on respectivamente) de ari-dad n. Suponemos que la constructora true forma parte de CS0, y que CSn es no vac��opara alguna aridad n > 0, es decir, hay al menos una constructora no constante 18. Usa-remos c; d; : : : como s��mbolos de CS, y f; g; : : : para s��mbolos de �. Estos s��mbolos, encompa~n��a de un conjunto numerable de variables V , determinan, como en otras ocasiones,los conjuntos Term(� TCS(V )) de t�erminos (en los que aparecen variables y constructoras) yExp(� TCS[�(V )) de expresiones (en las que pueden aparecer tambi�en s��mbolos de funci�on).N�otese que los t�erminos son, para una signatura de constructoras, las expresiones primitivasque hemos considerado anteriormente para signaturas m�as generales.De�nici�on 5.1 (SFL6=-reglas y programas)(a) Una SFL6=-regla para de�nir un s��mbolo de funci�on f 2 � tiene la formaf(t1; : : : ; tn) = e( Ig;Desigdonde� t1; : : : ; tn son t�erminos de Term, y la tupla ht1; : : : ; tni es lineal (es decir, no hayuna variable en ella que aparezca m�as de una vez). A f(t1; : : : ; tn) se le llamacabeza de la regla y a t1; : : : ; tn, patrones de la regla.� e es una expresi�on de Exp, que llamamos cuerpo de la regla.� Ig es de la forma l1 == r1; : : : ; ln == rn, siendo l1; r1; : : : ; ln; rn expresiones deExp.� Desig es de la forma l01 === r01; : : : ; l0m === r0m, siendo l01; r01; : : : ; l0m; r0m expresionesde Exp. A Ig;Desig le llamamos restricci�on o condici�on de la regla.18Esta condici�on es necesaria para que el universo de Herbrand sea in�nito, ya que los m�etodos que estu-diaremos no son v�alidos para el caso de universos �nitos. Si, por motivos pr�acticos, se consideran distintosg�eneros, cada uno de ellos debe cumplir la condici�on pedida al conjunto de constructoras.



5 EL LENGUAJE SFL6= 72(ii) Un SFL6=-programa es un conjunto �nito de reglas para los s��mbolos de �.(iii) Un SFL 6=-objetivo inicial es una restricci�on Ig;Desig similar a la condici�on de unaregla.Como ya hicimos en el caso general de CFLP (X), no imponemos en la propia de�nici�oncondiciones sint�acticas de no ambig�uedad. Preferimos establecer condiciones sem�anticas { quepodremos expresar cuando dispongamos de una sem�antica declarativa { sin que ello impidaque luego se adopten condiciones efectivas su�cientes para garantizar aqu�ellas.En una primera explicaci�on informal del sentido de estas reglas, digamos que operacional-mente ser�an utilizadas como reglas de reescritura condicionales. El s��mbolo == (igualdadestricta) en una condici�on l == r expresa que l y r pueden ser reducidos a t�erminos uni�ca-bles. El s��mbolo === (desigualdad o inconsistencia) en una condici�on l === r expresa que l yr pueden ser reducidos hasta un punto en el que se pueda detectar la aparici�on de s��mbolosde constructora diferentes a ambos lados. El motivo de que no usemos los s��mbolos = y 6=,y de que no hablemos sin m�as de igualdad y desigualdad, es que, como veremos en seguida,== y === no van a ser interpretados como la igualdad = y desigualdad 6= `de verdad' en eldominio de c�omputo que vamos a �jar.Veamos antes un par de ejemplos sencillos de SFL 6=-programas. El primero, ya utilizadoen 4.10 para otros prop�ositos, nos muestra el uso de las desigualdades en programas y res-puestas. El segundo, tomado de [103], pone de mani�esto que SFL 6= es una extensi�on del(fragmento de primer orden del) lenguaje l�ogico-funcional perezoso SFL [63, 64, 61], y comotal puede manejar objetos in�nitos. Aunque SFL no es lo espec���co de nuestra aportaci�on,no est�a de m�as recordarlo con un ejemplo.Ejemplo 5.1Consideramos los conjuntos de s��mbolos CS;� dados porCS0 = ftrue; false; 0; [ ]g CS1 = fsg CS2 = f[:j:]g�1 = fcard=1g �2 = felem=2gLas funciones card/1 y elem/2 est�an de�nidas mediante las reglaselem(X; [ ]) = false: (M1)elem(X; [Y j Y s]) = true ( X == Y: (M2)elem(X; [Y j Y s]) = elem(X; Y s) ( X === Y: (M3)card([ ]) = 0: (S1)card([X j Xs]) = card(Xs) ( elem(X;Xs) == true: (S2)card([X j Xs]) = s(card(Xs)) ( elem(X;Xs) == false: (S3)Un objetivo para este programa podr��a ser card([X; Y ]) == N , para el que esperar��amoscomo respuestas X == Y;N == s(0) y X === Y;N == s(s(0)). N�otese de paso c�omo alescribir objetivos de la forma e == N se fuerza la reducci�on de e hasta conseguir un t�ermino,que se recoge en N .3



5 EL LENGUAJE SFL6= 73Ejemplo 5.2Consideramos los conjuntos de s��mbolos CS;� dados porCS0 = ftrue ; false; 0; [ ]g CS1 = fsg CS2 = f[:j:]g�1 = fnats desde=1g �2 = fmenor ig=2; corta=2gLas funciones de � est�an de�nidas mediante las reglasmenor ig(0; Y ) = true: (M1)menor ig(s(X); 0) = false: (M2)menor ig(s(X); s(Y )) = menor ig(X; Y ): (M3)corta(N; [ ]) = [ ]: (C1)corta(N; [X jXs]) = [X ] ( menor ig(N;X) == true: (C2)corta(N; [X jXs]) = [X jcorta(N;Xs)] ( menor ig(N;X) == false: (C3)nats desde(N) = [N jnats desde(s(N))]: (N)y su signi�cado es claro:menor ig(n;m) determina si el n�umero natural n { representado mediante las constructoras0 y s { es menor o igual que m.corta(n; l) devuelve un segmento inicial de la lista l (posiblemente in�nita), cortada en elprimer elemento mayor o igual que n.nats desde(n) genera la lista in�nita de los naturales, a partir de n.Un objetivo ser��a corta(N; nats desde(0)) == [0; s(0)], para el que esperamos la respuestaN = s(0).35.3 SFL6= como instancia de CFLP (X)Para caracterizar SFL 6= como instancia de nuestro esquema, debemos precisar cu�al es eldominio de c�omputo que se considera, y c�omo se interpretan las funciones y predicadosprimitivos de los que se disponga.Fijado el conjunto de constructoras CS, y dado un nuevo s��mbolo ? 62 CS , el dominiode base es el universo de Herbrand in�nitario H de�nido por CS [ f?g, es decir, el conjuntode los �arboles �nitos o in�nitos, total o parcialmente de�nidos, construidos con ayuda deCS [ f?g.El orden en H es el menor orden v que veri�ca� ? v t; 8t 2 H, es decir ? es el elemento m��nimo, y representa el �arbol totalmenteinde�nido



5 EL LENGUAJE SFL6= 74� c 2 CSn; t1 v s1; : : : ; tn v sn ) c(t1; : : : ; tn) v c(s1; : : : ; sn).Con este orden los elementos �nitos del dominio son los �arboles �nitos, y los elementos totalesson los �arboles totalmente de�nidos, es decir, los que no contienen ? en sus hojas.El repertorio de s��mbolos de funci�on y predicado primitivos consta al menos de CS comos��mbolos de funci�on primitiva, y ==;=== como s��mbolos de predicado primitivo. A elloshabr�a que a~nadir las operaciones que sean necesarias para expresar la uni�caci�on con los pa-trones de las reglas. Posponiendo de momento este asunto, podemos ya �jar la interpretaci�onde las anteriores. S�olo en la de�nici�on usaremos el super��ndice que distingue un s��mbolo desu interpretaci�on.� Los s��mbolos de CS est�an interpretados como constructoras libres no estrictas, es decir:si c 2 CSn cH(x1; : : : ; xn) = c(x1; : : : ; xn); 8x 2 Hn� El s��mbolo == se interpreta como la igualdad estricta o continua de�nida por(x1 ==H x2) = ( true si x1; x2 son iguales, �nitos y totales?bool e.o.c.� El s��mbolo === se interpreta como la desigualdad continua o inconsistencia de�nida por(x1 ===H x2) = ( true si x1; x2 son inconsistentes en H?bool e.o.c.Inconsistencia de x1 y x2 en un dominio quiere decir inexistencia de cota superior com�un(para el orden del dominio). Por el orden de�nido en H, esto equivale a que para almenos una posici�on, x1 y x2 di�eren en alguna constructora. Eso puede suceder aunquex1 o x2 sean parciales o in�nitos. Por ejemplo, c(?; a) y c(?; d(?)) son inconsistentespues hay un conicto de constructoras entre a y d(?). As�� mismo sucede con c(?; a)y c(?; d(d(d(� � �))). En ambos casos la desigualdad === tendr��a valor true. No pasalo mismo con c(?; a) y c(b;?), que son ambos aproximaciones de la cota superiorcom�un c(b; a); en este caso, a pesar de que son �arboles distintos (o sea, 6= es true), ladesigualdad === no se veri�ca (queda igual a ?).Es f�acil comprobar que estas operaciones son continuas. Es m�as, no es dif��cil probarque ==;=== son las m�aximas (con relaci�on al orden v de las funciones de Hn en H)aproximaciones continuas a la igualdad = y desigualdad 6= `de verdad' en H. Aclaremosalgo esta a�rmaci�on. Con nuestra visi�on de los predicados como funciones bivaluadassobre el dominio ftrue;?g, la igualdad = y su negaci�on 6= habr��an de entenderse comolas funciones(x1 = x2) = ( true si x1; x2 son el mismo �arbol de H?bool e.o.c.(x1 6= x2) = ( true si x1; x2 no son el mismo �arbol de H?bool e.o.c.



5 EL LENGUAJE SFL6= 75N�otese que 6= es por supuesto la negaci�on de =, en el sentido de que(x1 6= x2) es true , (x1 = x2) no es trueLo que ocurre con = y 6= es que no son computables, lo que se reeja en el hecho deque no son continuas, ni siquiera mon�otonas. En efecto, al veri�carse que ? = ? estrue, la monoton��a exigir��a que x = y fuese tambi�en true para �arboles x; y cualesquiera(pues ? es el m��nimo elemento), cosa obviamente falsa. De modo similar, como ? 6= xes true para cualquier �arbol x 2 H distinto de ?, por monoton��a se tendr��a que x 6= xdeber��a ser true.Que == y === son aproximaciones (como funciones) de = y === es claro, as�� como lalectura l�ogica de este hecho:x == y ) x = yx === y ) x 6= yEl que == y === sean m�aximas quiere decir que no podemos conseguir capturar m�ascasos de = y 6=, y preservar al tiempo la continuidad.N�otese tambi�en que === no es la negaci�on de ==, pues, por ejemplo, ni ? == ? ni? === ? son true.Nuestro siguiente paso es esclarecer el asunto de la uni�caci�on con los patrones de la cabezade una SFL 6=-regla. Son totalmente pertinentes aqu��, y no las vamos a repetir, la discusi�on ymotivaciones que dimos en 2.3.3 acerca del uso de predicados reconocedores is c y funcionesselectoras ck para expresar el doble papel de la uni�caci�on con los patrones de una SFL 6=-regla: imponer condiciones de aplicabilidad a la regla, y expresar acceso a las componentesde los argumentos. Recordemos sus de�niciones: Para cada c 2 CSn; k 2 f1; : : : ; ng; t 2 Hck(t) = ( tk si t = c(t1; : : : ; tn)? e.o.c.is c(t) = ( true si t = c(t1; : : : ; tn)?bool e.o.c.Es muy f�acil comprobar que estas operaciones son continuas.Recordemos tambi�en con un ejemplo c�omo ser��a la traducci�on de una regla. La regla(S2) del ejemplo 4.10 quedar��a as�� (usamos cons como nombre alternativo del constructor delistas): card(L) = card(cons2(L)) ( is cons(L); elem(cons1(L); cons2(L)) == trueSi consideramos la signatura primitiva � que resulta de a~nadir las nuevas operacionesis c; ck a las que ya ten��amos CS [ f==;===g, es claro que estamos ante una instancia delesquema CFLP (X), digamos CFLP (H�), y por tanto el lenguaje correspondiente heredar��atodas sus propiedades. En particular, si consideramos a SFL 6= como una variante sint�acticade CFLP (H�), ya habr��amos dotado a nuestro lenguaje de una sem�antica declarativa precisa.



5 EL LENGUAJE SFL6= 76>Y en cuanto a la sem�antica operacional? Sin duda, los resultados de correcci�on y com-pletitud obtenidos para el estrechamiento con restricciones (;) en 4.3 ser��an de inmediataaplicaci�on a CFLP (H�), y tambi�en los relativos a la combinaci�on de ; con un resolvedorde restricciones ;cs. Ah�� reside el problema: no parece muy natural dedicarse a dise~nar unsistema de resoluci�on de restricciones que utiliza algunas operaciones primitivas elegidas muyarti�cialmente para ajustarnos al esquema.Cambiemos un poco nuestro punto de vista: si nuestro problema es la uni�caci�on, quetradicionalmente se contempla como un problema de resoluci�on de ecuaciones, >por qu�e nointentar seguir la tradici�on? Al �n y al cabo, al pedir que un argumento a uni�que con unpatr�on t, estamos pidiendo que se veri�que a = t para ciertos valores de las variables queintervienen. As�� pues, parece al menos intuitivamente correcto, considerar una SFL 6=-reglaf(t1; : : : ; tn) = e( Ig;Desigcomo una abreviatura sint�actica de la reglaf(X1; : : : ; Xn) = e( X1 = t1; : : : ; Xn = tn; Ig;Desigdonde X1; : : : ; Xn son variables nuevas.Las reglas de esta forma est�an al menos en la sintaxis de CFLP. De hecho, si consideramoscomo signatura primitiva �= � CS [ f=;==;===g, podr��amos hablar de una `instanciasint�actica' del esquema, digamos CFLP (H�=), en la que los predicados primitivos =;==;===est�an interpretados como igualdad, igualdad estricta e inconsistencia. Aunque no podemosaplicar sin m�as los resultados para el esquema, ya que = no es continua, n�otese que lasnociones de interpretaci�on, modelo, operador TP , etc, tienen perfecto sentido. El utilizar= en la sintaxis no s�olo simpli�ca la traducci�on; m�as importante es el hecho de que nospermitir�a proponer un resolvedor de restricciones sencillo, natural e intuitivo.Tenemos entonces, para un SFL6=-programa, dos lecturas alternativas:� Una como programa en CFLP (H�), con propiedades bien establecidas, pero muy ar-ti�cial.� Otra como programa en CFLP (H�=), m�as natural, pero de la que no tenemos resul-tados previos.Obviamente, nuestro objetivo es ahora probar que ambas lecturas son equivalentes 19.Fijemos algunas notaciones que usaremos hasta que aclaremos la relaci�on entre ambostipos de programas. Asumiendo un conjunto pre�jado de constructoras CS y otro de s��mbolosde funci�on �, utilizaremos �=, � y b� para notar, respectivamente: la signatura que usa= para expresar la uni�caci�on, la que lo hace mediante las funciones selectoras ck y lospredicados reconocedores isc, y la mezcla de ambas. Es decir�= � CS [ f=;==;===g [�� � CS [ fck j c 2 CSn; 1 � k � ng [ fisc j c 2 CSng [ f==;===g [�b� � �= [ �19Mediante CFLP (H6=) , notaci�on que ya hemos utilizado en alguna ocasi�on, nos referimos indistintamentea las instancias equivalentes CFLP (H�) y CFLP (H�=). Si escribimos H6= es para resaltar el hecho de queel dominio es un universo de Herbrand, y que la operaci�on primitiva m�as rese~nable es la desigualdad.



5 EL LENGUAJE SFL6= 77Utilizaremos �=, � y b� como cuali�cadores cuando hablemos de reglas, programas, etc. Enparticular, la clase de restricciones correspondiente a cada una de esas signaturas vendr�a no-tada respectivamente por Con�= , Con� y Conb�.En la siguiente de�nici�on indicamos con precisi�on c�omo `desmaquillar' una SFL 6=-reglapara eliminar los patrones de la cabeza de la regla, y convertirla as�� a la sintaxis de CFLP .Damos los dos niveles de traducci�on a dicha sintaxis: el primero, inmediato, traduce a lasignatura `impura' �=; el segundo nivel, a la signatura CFLP -pura �, requiere unas trans-formaciones algo m�as complicadas. La justi�caci�on de la correci�on de tal de�nici�on, y de laequivalencia entre ambas traducciones vendr�a a continuaci�on.De�nici�on 5.2 (Traducci�on de SFL6=-reglas)Dada una SFL6=-regla R0 � f(t1; : : : ; tn) = e0 ( '0, llamamos(a) �=-traducci�on de R0 a la �=-reglaR1 � f(X1; : : : ; Xn) = e0 ( X1 = t1; : : : ; Xn = tn; '0siendo X1; : : : ; Xn variables que no est�an en R0.(b) �-traducci�on (o CFLP -traducci�on) de R0 a una �-regla R2 que provenga de aplicarreiteradamente a partir de la regla R1 de�nida en (a) las transformaciones siguientes:(T1) f(X) = e( l = V; ' 7�! f(X) = (e( ')�siendo � � fV=lg(T2) f(X) = e( l = c(t1; : : : ; tn); '7�! f(X) = e( isc(l); c1(l) = t1; : : : ; cn(l) = tn; 'La �=-traducci�on y �-traducci�on de un SFL6=-programa se obtienen traduciendo cadauna de sus reglas.N�otese que las transformaciones T1 y T2 est�an de�nidas en general sobre b�-reglas, queson las que se obtienen en los pasos intermedios. El objeto de tales transformaciones ya hasido comentado en otras ocasiones: sustituir las condiciones X = t por sucesivas condicionesisc que reejen las distintas constructoras que aparecen en t, al tiempo que se van obteniendolas variables de t como accesos a componentes de X (es decir composiciones de la formaci(dj(� � �(X) � � �))). Debemos probar que a partir de R1 toda secuencia de aplicaciones delas transformaciones anteriores termina, y adem�as en una regla R2 que no usa =, o sea, una�-regla. Es m�as, no es dif��cil probar que tal regla es �unica (salvo el orden de aparici�on de los�atomos en la restricci�on de la regla), pero eso no nos es necesario.Lema 5.1Sean R0 y R1 como en la de�nici�on 5.2. Entonces(i) 7�! es terminante a partir de R1.(ii) Si R1 7�!� R y R tiene alguna =-ecuaci�on, entonces R es 7�!-reducible.



5 EL LENGUAJE SFL6= 78Demostraci�on:Es f�acil probar, por inducci�on sobre el n�umero de transformaciones, algunas propiedadesacerca de una regla R tal que R1 7�!� R. Se tiene que R es de la formaf(X1; : : : ; Xn) = e( l1 = r1; : : : ; lm = rm; 'donde X1; : : : ; Xn, son las mismas de la cabeza de R1, m � 0, ' no tiene =-ecuaciones,hr1; : : : ; rmi es una tupla lineal de subt�erminos de t1; : : : ; tn ( los patrones de la regla originalR0, lo que en particular supone que var(hr1; : : : ; rmi) \ fX1; : : : ; Xng = ;), y cada li es unade las variables Xj , o un acceso a ella de la forma ck(dh(� � �(Xj) � � �)).Pero entonces, si m > 0 (o sea, si R contiene una ecuaci�on li = ri), como ri es un�=-t�ermino por ser subt�ermino de un tj , se tiene que (T1) o (T2) son aplicables a R (no ser��aas�� si ri pudiese empezar por una selectora ck). Esto prueba (ii).Por otra parte, si R 7�!T2 R0, el tama~no total de los lados derechos de las =-ecuacionesde R0 es menor que el de las de R. Esto tambi�en sucede para (T1), pues la sustituci�on �aplicada no afecta a las =-ecuaciones de R (por ser los lados derechos lineales en su conjunto,y con variables separadas de los lados izquierdos), por lo que concluimos que no puede haber7�!-reducciones in�nitas a partir de R1, lo que prueba (i). 2Para formular la equivalencia de las traducciones, introducimos la siguiente notaci�on.Notaci�on 5.1Dada una b�-regla R � f(X1; : : : ; Xn) = e ( ' notaremos por S(R; I; x) al conjuntof�[[e]]I j �(X) = x; � j=I 'g.El siguiente lema expresa t�ecnicamente la equivalencia regla a regla de las dos traduc-ciones.Lema 5.2Sea R0 una SFL 6=-regla, y R1; R2 la �=-traducci�on y �-traducci�on, respectivamente, de R0.Entonces: 8x 2 Hn; I 2 INT ; S(R1; I; x) = S(R2; I; x).Demostraci�on:Basta obviamente probar que cada paso de la transformaci�on 7�! preserva el conjunto S, esdecir, que si R 7�! R0, siendo R alcanzable desde R1, entonces S(R; I; x) = S(R0; I; x). Paraello razonamos por separado acerca de T1 y T2.� R 7�!T1 R0, es decir, R es de la forma f(X) = e( l = V; ' y R0 es f(X) = (e( ')�,siendo � � fV=lg. Dadas I; x, sea a 2 S(R; I; x), lo que por de�nici�on signi�ca quea = �[[e]]I para cierta � tal que �(X) = x y � j=I l = V; '. En particular, debeser �(V ) = �[[l]]I , y por el lema de sustituci�on 4.1 podemos concluir que � j=I '� y�[[e�]]I = �[[e]]I = a, es decir, a 2 S(R0; I; x). Ya tenemos pues S(R; I; x) � S(R0; I; x).Para la otra inclusi�on, sea a 2 S(R0; I; x) con � tal que �(X) = x, � j=I '� ya = �[[e�]]I . Basta de�nir �0 de modo que coincida con � excepto en la variable V(que no aparece en R0), para la que de�nimos �0(V ) = �[[l]]I . Es f�acil probar, comoantes, que �0 j=I ' y �0[[e]]I = �0[[e�]]I = �[[e�]]I = a, es decir, a 2 S(R; I; x).



5 EL LENGUAJE SFL6= 79� R 7�!T2 R0: es claro, por la sem�antica de los predicados isc y las funciones ck, que lasrestricciones respectivas de R y R0 tienen exactamente las mismas soluciones. Dadoque el cuerpo de R y R0 es tambi�en el mismo, se tiene S(R; I; x) = S(R0; I; x).2 El siguiente corolario muestra con mucha mayor claridad que todo �=-programa queprovenga de traducir un SFL6=-programa, tiene un �-programa equivalente. Queda claropues que la uni�caci�on con patrones lineales encubre operaciones continuas, que pueden serexpresadas expl��citamente en la sintaxis mediante las funciones ck y los predicados isc, o bienmediante la utilizaci�on, m�as c�omoda y legible, de la igualdad =, que no es continua, pero dela que se est�a haciendo un `uso continuo'. La demostraci�on, a pesar de lo aparatoso de lanotaci�on que interviene, es muy sencilla.Corolario 5.1 (Equivalencia de �=-programas y �-programas)Sea P0 un SFL 6=-programa, P y P 0 su �=-traducci�on y �-traducci�on respectivamente. En-tonces(i) TP = TP 0(ii) P y P 0 tienen los mismos modelos.(iii) El modelo m��nimo de P y P 0 viene dado por TP " !(= TP 0 " !)Demostraci�on:Dadas f 2 �n; x 2 Hn; I 2 INT , consideremos los conjuntos CP(I; f; x) y CP 0(I; f; x)(de�nidos en 3.1) correspondientes a los programas P y P 0 respectivamente. Si fR1; : : : ; Rkgy fR10; : : : ; Rk0g son los conjuntos de reglas para f de P y P 0, se tieneCP(I; f; x) = Si=ki=1 S(Ri; I; x)CP 0(I; f; x) = Si=ki=1 S(Ri0; I; x)siendo los conjuntos S los introducidos m�as arriba. Pero por el resultado anterior, tenemosS(Ri; I; x) = S(Ri0; I; x); 8i = 1 : : :k, y por tanto(1) CP(I; f; x) = CP 0(I; f; x)Ahora ya es f�acil continuar la demostraci�on.(i) Si recordamos que por de�nici�on fTP(I)(x) ' tCP(I; f; x), y an�alogamente para P 0, esobvio, por (1), que TP = TP 0.(ii) Se deduce de (1) y de la Prop. 3.2 que caracteriza los modelos de un programa en t�erminosde los conjuntos C. Hay que observar que dicha proposici�on no requiere la continuidad delas funciones primitivas usadas, sino s�olo que el dominio base sea un dominio de Scott.(iii) En virtud del Teor. 3.2, el modelo m��nimo de P 0 viene dado por IP 0 � TP 0 " !. Perode acuerdo con (ii), IP 0 es tambi�en el modelo m��nimo de P , y seg�un (i), TP 0 " ! = TP " !,como quer��amos. Obs�ervese que la demostraci�on del Teor. 3.2 s�� usa la continuidad de las



5 EL LENGUAJE SFL6= 80funciones primitivas (utiliza la continuidad de la evaluaci�on), y por eso ha sido importanteobtener previamente la igualdad de los operadores. 2En lo que sigue, asumimos que la signatura �= es la utilizada para los programas, restric-ciones, etc. Por supuesto, el uso que se haga de la igualdad no continua = est�a restringidoa ser un uso `continuo'. En cuanto a los programas, eso quiere decir que consideramos ex-clusivamente �=-programas que sean �=-traducciones de SFL 6=-programas. Obs�ervese que,de acuerdo con la de�nici�on 5.2, las =-ecuaciones que pueden aparecer en la restricci�on de laregla de un programa se ajustan a una sintaxis muy sencilla y r��gidaX1 = t1; : : : ; Xn = tndonde t1; : : : ; tn son los patrones de la cabeza de una SFL6=-regla (y por tanto, ht1; : : : ; tnies una tupla lineal de t�erminos primitivos) y X1; : : : ; Xn son variables nuevas introducidasen la �=-traducci�on. En general, durante los c�omputos se van a ir generando restriccionesen las que, aun cuando se haga un uso `continuo' de =, el aspecto de las =-ecuacionesno va a ser tan simple. Nuestro objetivo inmediato es de�nir con precisi�on la clase de�=-restricciones (o sea, la subclase de Con�=) que vamos a permitir (llamaremos aceptablesa dichas �=-restricciones). La de�nici�on se apoya en la siguiente noci�on auxiliar.De�nici�on 5.3 (Ciclos de variables)Una restricci�on ' 2 Con�= contiene ciclos de variables si existen ecuaciones de ',l1 = r1; : : : ; ln = rn, y variables X1; : : : ; Xn de modo que X1 2 var(l1) \ var(rn),y Xi 2 var(ri�1) \ var(li); para 1 < i � n.Una forma algo m�as legible de indicar que hay un ciclo de variables esX1l1 = X2r1 ; X2l2 = X3r2 ; : : : ; Xnln = X1rnObs�ervese que cualquier permutaci�on c��clica de las ecuaciones de arriba sirve para manifestartambi�en la existencia de un ciclo de variables.N�otese, por otra parte, que una ecuaci�on X = t (o t = X) en la que X 2 var(t) es un ciclode variables. Por tanto, la inexistencia de ciclos de variables en todas las restricciones queaparezcan durante un c�omputo ser�a una forma de garantizar que se puede realizar uni�caci�onsin necesidad de `occur-check', como suceder�a en las reglas que daremos para resolver =-ecuaciones. La noci�on de ciclo de variables `prev�e' la posibilidad de que en el futuro segeneren ecuaciones del tipo anterior, como suceder��a por ejemplo en X = s(Y ); Y = s(X)(que contiene un ciclo de variables), si se sustituyese X por s(Y ), para obtener Y = s(s(Y )).De�nici�on 5.4 (Restricciones aceptables)(a) Una restricci�on ' 2 Con�= de la forma 9U (e1 = t1; : : : ; en = tn) es aceptable si veri�ca:(i) t1; : : : ; tn son t�erminos y ht1; : : : ; tni es lineal.(ii) Todas las variables de ht1; : : : ; tni est�an en U .



5 EL LENGUAJE SFL6= 81(ii) ' no contiene ciclos de variables.(b) Una restricci�on ' 2 Con�= de la forma 9U (Unif;  ), donde Unif consta de las ecua-ciones = de ', es aceptable si Unif lo es.Las condiciones impuestas a las =-ecuaciones en las restricciones aceptables son unageneralizaci�on de las veri�cadas por las =-ecuaciones de la �=-traducci�on de una SFL 6=-regla.Es de notar la asimetr��a de las =-ecuaciones, cuyos lados derechos van a contener patroneslineales con los que se quiere uni�car, mientras que los izquierdos pueden ser expresiones noprimitivas.Es obvio que todo objetivo inicial de un c�omputo, al no contener =-ecuaciones, es acep-table. De hecho, en adelante aceptamos cualquier restricci�on aceptable como objetivo inicial.De las restricciones aceptables deberemos probar algunas cosas: que durante los c�omputoss�olo se van a generar restricciones aceptables, por una parte, as�� como que hacen un usoleg��timo de la igualdad =. Ahora bien, puesto que los c�omputos que nos interesan son;ncs-c�omputos, posponemos dichas demostraciones hasta despu�es de de�nir la relaci�on ;csde resoluci�on de restricciones (aceptables) que vamos a considerar.5.4 Resoluci�on de restricciones en SFL6=Las siguientes reglas de�nen la relaci�on ;cs que proponemos para SFL 6=. Las reglas seaplican a restricciones aceptables de Con�= .A) Reglas para restricciones primitivas.En las siguientes reglas t; s; ti; si son t�erminos 2 TF (V ).� Reglas para ==1) 9U(c(t1; : : : ; tn) = c(s1; : : : ; sn); ');cs 9U (t1 = s1; : : : ; tn = sn; ')si c 2 CSn.=2) 9U(c(t1; : : : ; tn) = d(s1; : : : ; sm); ');cs FAILsi c 6� d.=3) 9X;U(X = t; ');cs 9U('�)si t no es una variable, � � fX=tg.=4) 9U(X = t; ');cs 9U(X = t; '�)si t no es una variable, X 62 U , X aparece en ', � � fX=tg.=5) 9X;U(t = X;');cs 9U('�)donde � � fX=tg:La primera regla es una simple de regla de descomposici�on, mientras la segunda indicaun conicto de constructoras. N�otese que en la regla =3 la variable X de la ecuaci�onX = t est�a cuanti�cada existencialmente, y por eso puede ser eliminada tras efectuarla sustituci�on X=t. En la regla =4, por el contrario, la variable X es libre 20, por lo que20Puesto que en ning�un paso de un ;ncs-c�omputo se introducen variables libres, se puede a�rmar inclusoque X es una variable libre del objetivo inicial (o variable global).



5 EL LENGUAJE SFL6= 82debemos dejar la ecuaci�on X = t como testigo de la condici�on impuesta a X . La regla=5 es tambi�en, como =3, una regla de eliminaci�on de variables existenciales. Puestoque en una restricci�on aceptable las variables de los lados derechos de las =-ecuacionesson todas existenciales, no es necesaria otra regla complementaria a =5 en la que secontemple la posibilidad de que X sea libre. Obs�erseve adem�as que en =3, =4 y =5 nohace falta realizar `occur check', debido a la inexistencia de ciclos de variables en lasrestricciones aceptables.� Reglas para ====1) 9U (c(t1; : : : ; tn) == c(s1; : : : ; sn); ');cs 9U(t1 == s1; : : : ; tn == sn; ')si c 2 CSn.==2) 9U (c(t1; : : : ; tn) == d(s1; : : : ; sm); ');cs FAILsi c 6� d.==3) 9U (Unif;X == t; ');cs 9U(Unif;X == t; '�)si X aparece en ', X no aparece en t, � � fX=tg:Unif es el conjunto de ecuaciones =.==4) 9U (X == t; ');cs FAILsi X 6� t, X aparece en t.==5) 9U (t == X;');cs 9U (X == t; ')si t no es una variable.Las reglas ==1 y ==2 son, como en el caso de =, reglas de descomposici�on y conicto.La regla ==3 es una regla de `ligadura' (similar a =4) para el caso de ecuaciones X == t.N�otese que en este caso s�� es preciso, para efectuar la sustituci�on X=t, veri�car que Xno aparezca en t (para el caso contrario se dispone de la regla de fallo ==4). N�otesetambi�en que la sustituci�on indicada no se propaga a las =-ecuaciones de la restricci�on.As�� se garantiza la aceptabilidad de la restricci�on resultante, que de otro modo podr��aperderse, como muestra el siguiente ejemplo: si en la restricci�on aceptable9U; V (X = U;X = V; U == s(V ))se aplica globlamente la sustituci�on U=s(V ), se obtiene la restricci�on9U; V (X = s(V ); X = V; U == s(V ))que ya no es aceptable, al fallar la linealidad de la tupla de los lados derechos de las=-ecuaciones.� Reglas para ======1) 9U(c(t1; : : : ; tn) === c(s1; : : : ; sn); ');cs 9U (ti === si; ')si c 2 CSn; n > 0.% Una alternativa para cada i con 1 � i � n===2) 9U(c(t1; : : : ; tn) === d(s1; : : : ; sm); ');cs 9U(')si c 6� d.===3) 9U(t === t; ');cs FAIL===4) 9U(t === X;');cs 9U (X === t; ')si t no es una variable.



5 EL LENGUAJE SFL6= 83Llamamos la atenci�on sobre el hecho de que no hay regla para desigualdades de la formaX === t, lo que quiere decir que tales desigualdades van a formar parte de las formasresueltas. No debe sorprender tal hecho, que responde precisamente a nuestra intenci�onal considerar el lenguaje SFL 6=. YPara aplicar los resultados obtenidos en el cap��tulo anterior, deberemos probar que ;csconstituye un sistema de semidecisi�on (ver 4.15). Como ya comentamos en 4.4.1, la correcci�ony completitud (por otra parte f�aciles de probar) de ;cs quedan implicadas por la correcci�ony completitud de la extensi�on de;cs al caso no primitivo que vamos a de�nir a continuaci�on;pueden esperar, por tanto. Lo que debemos probar espec���camente de ;cs es su terminaci�ono semiterminaci�on, y la existencia de formas resueltas (ver 4.15), ya que esa condici�on no sele pide a la extensi�on al caso no primitivo ;bcs. Examinaremos estas condiciones m�as tarde,junto con el resto de las propiedades de ;cs. De momento, nos interesa dejar claro que s�olose va a tener terminaci�on para la clase de �=-restricciones aceptables. Para �=-restriccionesen general, no se da la terminaci�on de ;cs.Ejemplo 5.3La falta de `occur check' en las reglas =3;=4;=5 permite la existencia de reducciones in�nitas,como en X = s(X); Y == s(X);cs=4 X = s(X); Y == s(s(X));cs=4 : : :Es decir, ;cs no es terminante en general.3 Esto no supone una limitaci�on respecto a la teor��a general, pues s�olo la clase de �=-restricciones `continuas', para las que probaremos terminaci�on, representan restricciones for-mulables en CFLP (H 6=) .De�nimos a continuaci�on la extensi�on de ;cs al caso de restricciones no primitivas.B) Reglas para restricciones no primitivas.En las siguientes reglas, si no se indica otra cosa, t; s; ti; si son expresiones 2 TF[�(V ).Diremos que una variable X es producida en una restricci�on ', si hay en ' una ecuaci�onf(e1; : : : ; en) = X , siendo f 2 �.� Reglas para =Al considerar restricciones que involucren a expresiones no primitivas es cuando se vaa hacer m�as patente el uso asim�etrico que de = se hace en las restricciones aceptables.Recordemos que s�olo a los lados izquierdos pueden aparecer expresiones no primitivas.Las reglas extendidas para = son las siguientes:=1;=2;=3;=4: id�enticas al caso primitivo.



5 EL LENGUAJE SFL6= 84=5) 9X;U(t = X;');cs 9U('�)si t es un t�ermino o X no aparece en ', y � � fX=tg:=6) 9X;U(l = X;');cs 9U; V (t1 = V1; : : : ; tk = Vk; '�)si X aparece en ', y l no es t�ermino pero l � c(l1; : : : ; ln),� � fX=sk(l)g,sk(l) es el resultado de reemplazar en l las subexpresionesno primitivas m�as externas t1; : : : ; tk por variables nuevasV1; : : : ; Vk.La antigua regla =5 del caso primitivo se desdobla ahora en las reglas =5 y =6. Enpresencia de una ecuaci�on l = X , la nueva regla =5 se comporta como la antigua si l esprimitivo; si no lo es, se permite tambi�en la eliminaci�on de la variable (existencial, conseguridad) X , si �esta no aparece en el resto de la restricci�on. En la regla =6, en quese supone una ecuaci�on de la forma c(l1; : : : ; ln) = X , la sustituci�on � indicada realizauna imitaci�on de la `parte primitiva' del lado izquierdo, que viene dada por su esqueletosk(c(l1; : : : ; ln)).Es importante observar que, en el caso de ecuaciones del tipo f(e1; : : : ; en) = X , nose realiza eliminaci�on de X , si aparece m�as veces en el resto de la restricci�on. A unavariable X que aparezca en una ecuaci�on de tal tipo le llamamos variable producida.La idea es que, al continuar el c�omputo, o bien la variable X desaparece del resto dela restricci�on (en cuyo caso se podr��a eliminar X mediante =5), o bien se descubre quef(e1; : : : ; en) requiere estrechamiento, tras el cual posiblemente pueda aplicarse la regla=6. De este modo, el resultado de la evaluaci�on de f(e1; : : : ; en) es `compartido' portodas las apariciones de X , y se ha evitado la realizaci�on de `copias' de la expresi�on noprimitiva f(e1; : : : ; en). Esta �ultima observaci�on es extensiva a todas las reglas de ;cs ,en las todas las sustituciones que se consideran son de variables por t�erminos primitivos21. Haremos una discusi�on m�as completa de estas cuestiones en el apartado 5.6.1.Como comentario �nal, digamos que una alternativa a la regla =6 es la siguiente, m�assencilla de formular, pero que puede requerir muchos pasos para llegar a una ecuaci�onf(: : :) = X .=6 0) 9X;U(l = X;');cs 9U; V (l1 = V1; : : : ; ln = Vn; '�)si X aparece en ', y l no es t�ermino pero l � c(l1; : : : ; ln),� � fX=c(V1; : : : ; Vn)g, V1; : : : ; Vn variables nuevas.� Reglas para ====1;==2;==5: id�enticas al caso primitivo.==3) 9U (Unif;X == t; ');cs 9U(Unif;X == t; '�)si t es un t�ermino, X aparece en ', X no aparece en t, � � fX=tg:Unif es el conjunto de ecuaciones =.21Excepto en =5, en el caso f(e1; : : : ; en) = X, cuando X no aparece m�as veces. Pero el efecto de =5 en talcaso es simplemente eliminar la ecuaci�on.



5 EL LENGUAJE SFL6= 85==4) 9U (Unif;X == r; ');cs 9U; V (Unif;X == sk(r); (V1 == e1; : : : ; Vk == ek ; ')�)r es no primitivo y de la forma c(r1; : : : ; rn),X no aparece en j r j, � � fX=sk(r)g.sk(l) es el resultado de reemplazar en r las subexpresionesno primitivas m�as externas e1; : : : ; ek por variables nuevas V1; : : : ; Vk.Unif es el conjunto de ecuaciones =.==6) 9U (X == t; ');cs FAILsi X 6� t, X aparece en j t j :De modo similar a lo que hicimos en =6 y =6 0, podemos tambi�en considerar, comoalternativa a las reglas ==3;==4 reci�en propuestas, otra pareja de reglas m�as sencillasde formular, pero que requieren en general mucho m�as trabajo para efectuar las susti-tuciones de ==3;==4, y en sacar al exterior la parte no primitiva del lado derecho, enel caso de ==4.==3 0) 9U(Unif;X == Y; ');cs 9U (Unif;X == Y; '�)si X 6� Y , X aparece en ', � � fX=Y g:Unif es el conjunto de ecuaciones =.==4 0) 9U(Unif;X == r; ');cs 9U; V (Unif;X == c(V1; : : : ; Vn); (V1 == r1; : : : ; Vn == rn; ')�)si r es de la forma c(r1; : : : ; rn), X no aparece en j r j,X aparece en ' o r es no primitivo,� � fX=c(V1; : : : ; Vn)g, V1; : : : ; Vn variables nuevas.Unif es el conjunto de ecuaciones =.� Reglas para ======1;===2;===3;===4: id�enticas al caso primitivo.===5) 9U(X === c(e1; : : : ; en); ');cs 9U; V (X = d(V1; : : : ; Vm); '�)si c(e1; : : : ; en) no es un t�ermino o tiene variables producidas,c 6= d, V1; : : : ; Vm variables nuevas� � fX=d(V1; : : : ; Vm)g.===6) 9U(X === c(e1; : : : ; en); ');cs 9U; V (X = c(V1; : : : ; Vn); (Vi === ei; ')�)si c(e1; : : : ; en) no es un t�ermino o tiene variables producidas,V1; : : : ; Vn nuevas variables.� � fX=c(V1; : : : ; Vn)g.% Una alternativa para cada i con 1 � i � nLas reglas ===5 y ===6 se han a~nadido para que la extensi�on de ;cs que estamosde�niendo sea perezosa (ver de�nici�on 4.17). El ejemplo 4.13 sirve como ilustraci�on deeste hecho. N�otese adem�as que en ===5 y ===6, el papel de una variable producida seequipara al de una expresi�on no primitiva.



5 EL LENGUAJE SFL6= 86Con esto queda completada la de�nici�on de la extensi�on ;cs. Es rutinario veri�car que,para restricciones (aceptables) primitivas, las nuevas reglas de ;cs se comportan como lasantiguas.Comenzamos ahora a probar muchas propiedades que tenemos pendientes de veri�car.En primer lugar, veamos que la aceptabilidad de las restricciones es una propiedad que sepreserva durante los c�omputos.Proposici�on 5.1Si ' 2 Con�= es aceptable y ';ncs  , entonces  es aceptable.Demostraci�on:Veamos que la aceptabilidad se preserva tanto si el paso es de estrechamiento ;, como si loes de resoluci�on de restricciones ;cs.A) Hagamos expl��cito en qu�e consiste un paso de estrechamiento mediante una SFL 6=-regla,teniendo en cuenta que debemos considerar, para hacer el estrechamiento, su �=-traducci�on:si [']u � f(e1; : : : ; en), un paso de estrechamiento en la posici�on u mediante una SFL6=-reglaR � f(t1; : : : ; tn) = e(  (cuyas variables Y no aparezcan en '), resulta de la forma'; 9Y ('[u e]; e1 = t1; : : : ; en = tn;  )Si ' ;  , es claro que  es aceptable, por la linealidad de los patrones t1; : : : ; tn, y porusarse una variante de la regla R con variables nuevas, todas ellas cuanti�cadas existencial-mente.B) Para el caso ';cs  , consideramos por separado cada regla para;cs . Obviamente sepueden omitir las reglas de fallo y aquellas que no modi�quen el conjunto de =-ecuaciones,con lo que nos quedan f=1;=3;=4;=5;=6;===5;===6g. Podemos suponer adem�as que lasrestricciones s�olo tienen =-ecuaciones (m�as la desigualdad pertinente, en el caso de ===5,===6). Puesto que en muchas ocasiones deberemos probar que una cierta  es aceptable,usaremos las siguientes abreviaturas para las propiedades que deben cumplir las =-ecuacionesde una restricci�on aceptable:T: Los lados derechos son t�erminosL: La tupla de los lados derechos es linealE: Las variables de los lados derechos son existencialesC: No hay ciclos de variablesPodremos anotar estas abreviaturas en la forma T-', C- , etc. Abreviaremos tambi�en lanotaci�on X 2 var(e) a X 2 e.� (=1) 9U(c(t1; : : : ; tn) = c(s1; : : : ; sn); ');cs 9U(t1 = s1; : : : ; tn = sn; ')Es obvio que T,L,E quedan preservadas. En cuanto aC, basta tener en cuenta que para



5 EL LENGUAJE SFL6= 87todo ciclo que utilice una de las ecuaciones ti = si, podemos obtener otro reemplazandoesta ecuaci�on por c(t1; : : : ; tn) = c(s1; : : : ; sn), por lo que si  tuviese un ciclo, ' tambi�enlo tendr��a.� (=3) (') 9X;U(X = t; '0);cs 9U('0�)) ( ), siendo � � fX=tg.T- y E- son obvias ya que t es un t�ermino por T-', y sus variables est�an en U .Ahora, supongamos '0 � e1 = t1; : : : ; en = tn. Por L-', t es lineal y no compartevariables con t1; : : : ; tn; tambi�en por L-', X aparece a lo sumo una vez en t1; : : : ; tn.De ah�� obtenemos que ht1�; : : : ; tn�i es lineal, es decir, L- . Para probar C- , veamosque de un ciclo en  podr��amos extraer un ciclo en ', en contra de C-'.En efecto, supongamos que tenemos en '0� un ciclo de variables en la formaX1l1� = X2r1� ; : : : ; Xklk� = Xk+1rk�donde Xk+1 � X1. Distinguimos dos casos{ Supongamos X1 62 l1. Entonces, puesto que X1 2 l1�, se tiene X 2 l1 y X1 2 t.De esto �ultimo, y por la linealidad de ', deducimos que X1 62 rk. Sea ahora mel m�as peque~no tal que Xm+1 62 rm ( que existe pues Xk+1 � X1 62 rk). ComoXm+1 2 rm�, se tiene que X 2 rm (y Xm+1 2 t). Adem�as, para todo 1 � j < mse tiene: Xj+1 2 rj (por ser m el m�as peque~no para el que falla esta condici�on),y de nuevo por la linealidad de ', Xj+1 62 t; pero como Xj+1 2 lj+1�, deducimosXj+1 2 lj+1. Pero entonces tenemos en ' el cicloXl1 = X2r1 ; : : : ; Xmlm = XrmEl caso X1 62 l1 se generaliza f�acilmente a Xi 62 li para alg�un 1 � i � n, si se tieneen cuenta que cualquier permutaci�on c��clica de un ciclo de variables lo es tambi�en.As�� pues, el siguiente caso complementa el primero{ Supongamos Xi 2 li para todo 1 � i � n, y sea m tal que Xm+1 62 rm (deno existir, ya tenemos en ' el ciclo X1l1 = X2r1 ; : : : ; Xklk = X1rk ). ComoXm+1 2 rm�, tenemos X 2 rm y Xm+1 2 t. Por linealidad de ' se tiene X 62 rj ,y de aqu�� Xj+1 2 rj , para todo j 6= m. Tenemos entonces en ' el cicloX1l1 = X2r1 ; : : : ; Xmlm = Xrm ; XX = Xm+1t ; : : : ; Xklk = X1rk� (=4) (') 9U(X = t; '0);cs 9U(X = t; '0�) ( ), con X 62 U y � � fX=tg.Para T- ,L- ,E- , basta observar que por E-', y puesto que X 62 U , X no aparece enlos lados derechos de las =-ecuaciones de '0, que por tanto no quedan afectados por�. Para C- vale la demostraci�on de =3 (que incluso podr��a simpli�carse, teniendo encuenta la observaci�on anterior).



5 EL LENGUAJE SFL6= 88� (=5) (') 9X;U(e = X;'0);cs 9U('0�) ( ), con � � fX=eg.Para T- ,L- ,E- observemos que, como antes, X no aparece en los lados derechos delas =-ecuaciones de '0, en este caso debido a L-'. ProbamosC- por un razonamientosimilar (algo m�as sencillo) al caso de =3. Supongamos que tenemos en '0� un ciclo devariables en la forma X1l1� = X2r1� ; : : : ; Xklk� = Xk+1rk�donde Xk+1 � X1. Debe tenerse Xi+1 2 ri, para todo 1 � i � k, ya que X 62 ri porla linealidad de '. Supongamos que existe i tal que Xi 62 li (en otro caso se tiene en 'el ciclo X1l1 = X2r1 ; : : : ; Xklk = Xk+1rk ). Por una observaci�on hecha anteriormentepodemos considerar, sin p�erdida de generalidad, que i = 1, y por tanto X1 62 l1. Setendr�a pues X 2 l1 y X1 2 e. Ahora:{ Si Xi 2 li para todo 1 < i � k, tenemos el cicloX1e = XX ; Xl1 = X2r1 ; : : : ; Xklk = X1rk{ En otro caso, sea m el menor tal que 1 < m � k y Xm 62 lm, con lo que X 2 lm,Xm 2 e. Tenemos entonces el cicloXme = XX ; Xl1 = X2r1 ; : : : ; Xm�1lm�1 = Xmrm�1� (=6) (') 9X;U(l = X;');cs 9U; V (t1 = V1; : : : ; tk = Vk; '�) ( )en donde interesa destacar que las variables V1; : : : ; Vk son nuevas (por lo que las ecua-ciones t1 = V1; : : : ; tk = Vk no pueden afectar a T, L, E, C), y � � fX=sk(l)g, por loque es como si estuvi�eramos en presencia de la ecuaci�on sk(l) = X , a la que aplic�asemosa continuaci�on =5, para la que ya hemos probado que preserva la aceptabilidad.� (===5),(===6) preservan claramente T, L, E y C.2 El siguiente resultado establece que las restricciones aceptables de Con�= realmente loson para nuestros prop�ositos, es decir, pueden reemplazarse por restricciones equivalentes deCon�, que son las `CFLP -puras'. Junto con el corolario 5.1, es una justi�caci�on del usoleg��timo que hacemos de =. Nos basaremos en las mismas transformaciones que hicimosentonces, pero formuladas para restricciones y no para programas. La demostraci�on de quelas cosas funcionan bien, aun siendo similar a aqu�ella, no se puede obviar, pues el uso que de= hacen las restricciones aceptables es bastante m�as general que en el caso de la traducci�onde un programa.Teorema 5.1Para toda ' 2 Con�= aceptable, existe  2 Con� equivalente a ', en el sentido de que� j=I ', � j=I  ; para todas �; I



5 EL LENGUAJE SFL6= 89Demostraci�on:Obtendremos  aplicando unas reglas de transformaci�on a ', cuyo objetivo es ir eliminandolas ecuaciones = de '. En los pasos intermedios podr�an aparecer simult�aneamente tanto els��mbolo = como ck e isc. Por este motivo, las reglas est�an de�nidas sobre restricciones deConb� (en las que recordemos se permite dicho uso combinado). Son las dos siguientes:(T1) 9V; U(e = V; ') 7�! 9U ('�)siendo � � fV=eg(T2) 9U (e = c(t1; : : : ; tn); ') 7�! 9U(isc(e); c1(e) = t1; : : : ; cn(e) = tn; ')La relaci�on 7�! de�nida por (T1); (T2) tiene las siguientes propiedades:(1) 7�! preserva soluciones, es decir: si ' 7�!  , entonces 8�; I(� j=I ', � j=I  ).En efecto, si ' 7�!T1  , se tiene que  es l�ogicamente equivalente a ' (t�engase encuenta que = se interpreta como la igualdad verdadera, por lo que � reemplaza igualespor iguales; adem�as la ecuaci�on e = V se puede eliminar, porque V est�a cuanti�cadaexistencialmente). El caso de ' 7�!T2  es inmediato teniendo en cuenta las de�nicionesde isc y ck.(2) 7�! preserva la aceptabilidad 22, es decir: si ' es aceptable y ' 7�!  entonces  esaceptable.En efecto, para el caso de la transformaci�on (T1), sirve la misma demostraci�on que dimosen el teorema anterior para la regla =5 de;cs (que no depende de que e sea un t�erminoo no en la ecuaci�on e = X). En cuanto a la regla (T2), es obvio que no introduce nuevoss��mbolos en los lados derechos de las =-ecuaciones, ni afecta a la linealidad del conjuntode los lados derechos. En cuanto a ciclos de variables, basta observar que cualquier cicloque se pudiese construir en  con ayuda de una ecuaci�on ci(e) = ti puede reproducirseen ' considerando para el ciclo la ecuaci�on e = c(t1; : : : ; tn) en lugar de ci(e) = ti.(3) 7�! es terminante para restricciones aceptables, es decir: si ' 2 Con�= es aceptable, noexiste ninguna 7�!-reducci�on in�nita ' 7�! '1 7�! '2 7�! : : :.En efecto, de acuerdo con el punto anterior, todas las restricciones de la 7�!-reducci�onson aceptables. Para ellas, la regla (T1) hace decrecer el n�umero (N) de variablesdistintas de la restricci�on (ya que V no aparece en e, para una ecuaci�on e = V ).Por su parte, la regla (T2) hace decrecer el tama~no total (T ) de los lados derechos de=-ecuaciones, mientras deja constante el n�umero de variables distintas de la restricci�on.As�� pues, cada 7�!-paso hace decrecer la restricci�on en el orden lexicogr�a�co sobre lospares (N; T ), que es claramente bien fundado.(4) Si ' es aceptable y 7�!-irreducible, ' no tiene =-ecuaciones ( y por tanto ' 2 Con�).Es obvio que a toda restricci�on aceptable con alguna ecuaci�on l = r se le puede aplicar(T1) o (T2), ya que r es un t�ermino, y en caso de ser variable, est�a cuanti�cada existen-cialmente.22La noci�on de aceptabilidad se extiende sin problemas al caso de restricciones de Conb�, sin m�as que precisarque en la de�nici�on 5.4 al hablar de t�erminos se entiende que en ellos s�olo aparecen las constructoras de CS ,no los s��mbolos isc; ck.



5 EL LENGUAJE SFL6= 90El teorema se sigue ahora f�acilmente: si ' 2 Con�= , por (3) existe  tal que ' 7�!  y es 7�!-ireducible. Por (2)  es aceptable, y por (4)  2 Con�. Finalmente, por (1), ' y tienen las mismas soluciones. 2A diferencia del caso de programas, la transformaci�on de ' 2 Con�= en una restricci�on 2 Con� no es �unica; eso s��, todas las posibles traducciones son equivalentes, a la vista delo probado.Veamos a continuaci�on que ;cs de�ne un sistema de resoluci�on de restricciones (acepta-bles) que veri�ca las condiciones requeridas en la secci�on 4.4.Comencemos por examinar la estructura de las restricciones primitivas ;cs-irreducibles.Proposici�on 5.2Una restricci�on primitiva ' (distinta de FAIL) es ;cs-irreducible si y solo si' � 9U(Unif; Ig;Desig; F in)donde� Unif � X1 = t1; : : : ; Xn = tn (n � 0)� Ig � Y1 == s1; : : : ; Ym == sm (m � 0)� Desig � Z1 === r1; : : : ; Zk === rk (k � 0)� Fin � U1 == U1; : : : ; Ul == Ul (l � 0)y se veri�ca� Cada Xi aparece una sola vez en ' (en particular Xi 62 U)� Cada ti es un t�ermino no variable con var(ti) � U� La tupla ht1; : : : ; tni es lineal� Cada Yi aparece una sola vez en Ig;Desig; F in� Cada si es un t�ermino� Cada ri es un t�ermino distinto de ZiDemostraci�on:Aunque tediosa, es inmediata en ambos sentidos, por inspecci�on directa de las reglas 2Como consecuencia de esta caracterizaci�on concluimos a continuaci�on que ;cs admiteformas resueltas (ver Def. 4.15). El resultado siguiente proporciona incluso m�as informaci�on.Proposici�on 5.3Sea 9U' primitiva y ;cs-irreducible (distinta de FAIL). Entonces



5 EL LENGUAJE SFL6= 91(i) ' tiene soluciones �nitas y totales.(ii) 9U' es satisfactible y tiene soluciones �nitas y totales.Demostraci�on:(i) Sea ' � Unif; Ig;Desig; F in. Por un resultado conocido [97], Ig;Desig tiene solucionesen el universo de Herbrand �nitario 23, es decir, lo que en nuestro caso son soluciones�nitas y totales. Eso quiere decir que tambi�en Ig;Desig; F in tiene soluciones �nitas ytotales; sea � una de ellas.Sea X = t una ecuaci�on de Unif . Como X no aparece en t; Ig;Desig; F in, pode-mos rede�nir � en X como �(X) = �[[t]], con lo que � as�� rede�nida es soluci�on deX = t; Ig;Desig; F in. Basta �nalmente repetir el razonamiento para cada ecuaci�on deUnif . Como comentario marginal, n�otese que no hemos hecho uso de la linealidad delos lados derechos de Unif .(ii) Es obvia a partir de (i), ya que toda soluci�on de ' lo es de 9U'.2 N�otese que la existencia de soluciones �nitas y totales de 9U', una vez que se sabe tienealguna, estaba de hecho garantizada, por argumentos de continuidad: en efecto, como por elteorema 5.1 9U' es una restricci�on continua, si � es soluci�on de 9U', tiene una aproximaci�on�nita �0 que lo es tambi�en. Si �0(X) es parcial para algunaX , basta reemplazar las aparicionesde ? en �0(X) por un valor �nito y total. La nueva �00 (�nita y total) mayora a �0 y es portanto soluci�on de 9U'. Este razonamiento no sirve sin embargo para (i), pues al ignorar elpre�jo existencial, no tenemos que ' sea continua.A continuaci�on probamos que ;cs , para restricciones (aceptables) primitivas, es termi-nante. Probamos de hecho algo m�as.Lema 5.3Sea R0 el conjunto de reglas de ;cs (para el caso general, no primitivo) exceptuando ===5,===6, y sea ;csR0 la subrelaci�on de ;cs que resulta. Entonces ;csR0 es terminante.Demostraci�on:Puesto que toda ;cs-reducci�on que use una regla de fallo es terminante, nos referimos en loque sigue al resto de las reglas.Consideraremos una combinaci�on lexicogr�a�ca de varios �ordenes, basados en distintasfunciones para medir el `tama~no' de una restricci�on. Para las de�niciones que siguen, debeignorarse el pre�jo existencial que pudiera tener una restricci�on '. Las funciones que usamosson:23La existencia de soluciones est�a garantizada si el universo de Herbrand es in�nito. En otro caso, no tienepor qu�e ser as��. Si, por ejemplo, s�olo se dispone de las constantes a; b, la restricci�on X === a;X === b (queser��a ;cs-irreducible) no admite soluciones.



5 EL LENGUAJE SFL6= 92� j ' j1= N�umero total, en las =-ecuaciones, de posiciones no primitivas internas (o sea,dentro de expresiones c(e1; : : : ; en).� j ' j2= N�umero de variables distintas de '.� j ' j3= N�umero de variables no =-resueltas de '.Entendemos aqu�� por variable =-resuelta en ' una variable X cuya �unica aparici�on en' es en una ecuaci�on X = t.� j ' j4= N�umero de variables no ==-resueltas de '.Entendemos aqu�� por variable ==-resuelta en ' una variable X que aparece en unaecuaci�on X == t, pero no en t ni en el resto de las igualdades == ni desigualdades ===de '.� j ' j5= Tama~no de ', es decir, el n�umero de (apariciones de) s��mbolos de variable,constructora o funci�on que hay en '.� j ' j6= N�umero de condiciones de la forma l == X o l === X de '.Todas esas funciones inducen �ordenes obviamente bien fundados. Y ahora tenemos encuenta que(1) =6 hace disminuir j ' j1.(2) =3;=5 hacen disminuir j ' j2, sin aumentar j ' j1.(3) =4 hace disminuir j ' j3, sin aumentar j ' j1; j ' j2.(4) ==3 hace disminuir j ' j4, sin aumentar j ' j1; j ' j2; j ' j3.(5) =1;==1;===1;===2 hacen disminuir j ' j5, sin aumentar j ' j1; j ' j2; j ' j3; j ' j4.(6) ==5;===4 hacen disminuir j ' j6, sin aumentar j ' j1; j ' j2; j ' j3; j ' j4; j ' j5.En consecuencia, en cada ;csR0-paso se reduce la tuplahj ' j1; j ' j2; j ' j3; j ' j4; j ' j5isi consideramos para ella el orden lexicogr�a�co, que est�a bien fundado. As�� pues, no puedehaber ;csR0 -reducciones in�nitas. 2Corolario 5.2;cs es terminante, para restricciones (aceptables) primitivas.Aunque la terminaci�on de ;cs incluso para restricciones no primitivas no sea necesariapara los resultados que vamos a obtener, no cabe duda que ser��a interesante. No disponemosde una demostraci�on completa de ello, pero creemos muy razonable que as�� sea.Conjetura: ;cs es terminante para restricciones aceptables posiblemente no primitivas.



5 EL LENGUAJE SFL6= 93Los anteriores resultados, junto con la correcci�on y completitud que probaremos en seguida(corolario 5.3) para el caso m�as general de restricciones posiblemente no primitivas, nosindican que ;cs constituye un sistema de decisi�on (ver de�nici�on 4.15) para las restricciones(aceptables) primitivas.En lo que sigue, ;cs se re�ere al caso general, en que las restricciones pueden ser noprimitivas.El siguiente lema, del que se sigue inmediatamente la correci�on y completitud (en elsentido de la de�nici�on 4.15) de ;cs, establece con precisi�on c�omo ;cs propaga soluciones.Utilizaremos las siguientes notaciones:� sol('; I)� f� j � es soluci�on de ' en Ig (sol(FAIL; I) = ;).� ';csR  indica que el paso se ha dado con la regla R, o con una regla de R, si R es unconjunto de reglas.� R=; R==; R=== denotan los conjuntos de ;cs-reglas para =;== y === respectivamente.Lema 5.4(i) Sea R = R= [ R== [ f===2;===3;===4g. Si ' ;csR  , entonces sol('; I) = sol( ; I),para toda I 2 INT .(ii) Si ===1 es aplicable a ', y ' ;csri  i (1 � i � n), siendo r1; : : : ; rn las distintasalternativas de ===1, se tiene: sol('; I) = Si sol( i; I)(iii) Similar a (ii) para ===5;===6Demostraci�on:No es dif��cil, procediendo regla por regla. Tiene inter�es sin embargo observar que las reglas=3;=5;=6 preservan soluciones debido a que las variables eliminadas est�an cuanti�cadasexistencialmente. Tambi�en es importante la cuanti�caci�on existencial de las variables nuevasintroducidas por las reglas ===5;===6. 2Corolario 5.3;cs es correcta y completa.El lema previo es m�as informativo que este corolario, pues delimita juegos completos de;cs-reglas, la mayor parte unitarios. La importancia a efectos pr�acticos es obvia: dada ' esprobable que puedan darse muchos pasos distintos ';cs  , ya que muchas;cs-reglas puedenser aplicables a '. Por la mera completitud s�olo sabemos que entre todos esos pasos (comoalternativas indeterministas) quedan capturadas todas las soluciones de '. Usando el teoremaprevio, sabemos que si se aplica una de las reglas de (i), se preservan las soluciones, y portanto no es necesario probar otra alternativa, en caso de fallo o de b�usqueda de solucionesalternativas. Si se aplica una de las instancias de ===1, hay que considerar todas susalternativas. Otro tanto ocurre para ===5;===6.



5 EL LENGUAJE SFL6= 94Lema 5.5;cs es perezosa (ver de�nici�on 4.17), es decir: Si � j=j ' j, existe  primitiva tal que';cs�  y � j=  Demostraci�on:Podemos suponer que ' es no primitiva, pues en otro caso el resultado es trivial. Recu�erdeseadem�as que la condici�on � j=j ' j es equivalente a � j=?INT '. Sean R0;;csR0 como en el lema5.3 (es decir, el resultado de excluir ===5;===6 de ;cs). Sea  ;csR0 -irreducible y tal que� j=?INT  (o equivalentemente � j=j  j). Tal  existe pues;csR0 es terminante (lema 5.3), ycompleta (como consecuencia del lema 5.4) para cualquier interpretaci�on (en particular, para?INT ).. Como  es ;csR0-irreducible y j  j es satisfactible, es f�acil ver que tiene la forma9U;X(Prim; e1 = X1; : : : ; en = Xn; Y1 === r1; : : : ; Ym === rm)donde Prim es primitiva, e1; : : : ; en son de la forma f( ; : : : ; ) (f no primitiva), y para todoi,Xi no aparece en Prim ni es ninguna de las Yj (pues � j=j ei = Xi j implica que �(Xi) = ?,mientras que � j=j Yj === rj j implica �(Yj) 6= ?). Nuestro objetivo ahora es eliminar laparte no primitiva que queda, que son las expresiones ei, m�as las expresiones no primitivasque puedan aparecer en r1; : : : ; rm. N�otese que la forma de eliminar ei es por eliminaci�on dela ecuaci�on ei = Xi (regla =5), para lo que hace falta conseguir que la variable producida Xidesaparezca del resto de la restricci�on. Podemos conseguir esto, y al tiempo la eliminaci�onde la parte no primitiva de r1; : : : ; rm, mediante aplicaci�on reiterada de ===5;===6 (en cadapaso, la que corresponda para capturar �). N�otese que este �ultimo proceso termina, puescada aplicaci�on de ===5 elimina una desigualdad, y cada aplicaci�on de ===6 disminuye laprofundidad m�axima a que se encuentra una expresi�on no primitiva o variable producida enel lado derecho de la desigualdad en cuesti�on. Al �nal del proceso, las desigualdades queresulten deben ser primitivas, y no pueden contener a una variable Xi en sus lados derechos,por lo que en efecto se pueden eliminar las ecuaciones ei = Xi. 2Para terminar esta secci�on, veamos un resultado �util acerca de restricciones no primitivas,pero ;cs-irreducibles.Proposici�on 5.4Si ' es una restricci�on no primitiva ;cs-irreducible, entonces tiene una subexpresi�on e de laforma f(e1; : : : ; en) que veri�ca alguna de las condiciones siguientes:� ' tiene una ecuaci�on de la forma e = c(t1; : : : ; tn).� ' tiene una ecuaci�on de la forma e == r (o l == e).� ' tiene una desigualdad de la forma e === r (o l === e).



5 EL LENGUAJE SFL6= 95� ' tiene una ecuaci�on de la forma e = X, y alguna otra condici�on at�omica de la forma{ X = c(t1; : : : ; tn){ l == r, con X 2 var(j l j; j r j){ X === rEn cualquiera de las situaciones indicadas, e est�a absolutamente demandada en '.Demostraci�on:La prueba es rutinaria, por an�alisis de las distintas posibilidades. Veamos parte de los razo-namientos necesarios.Sea ' no primitiva y ;cs-irreducible. Podemos descartar entonces la posibilidad de queen ' haya condiciones de la forma c(l1; : : : ; ln) op d(r1; : : : ; rm), siendo op uno de los s��mbolos=;==;===, pues una regla de descomposici�on o fallo se podr��a aplicar. Analicemos d�ondepueden aparecer expresiones no primitivas en '. Sea entonces u una posici�on cr��tica en ', ysea e � [']u, (e debe tener la forma f(e1; : : : ; en)). Si hay una condici�on de la forma e == r oe === r (o al rev�es), ya est�a. Suponemos pues que no hay condiciones de estos tipos. Ahora,si e est�a en una desigualdad X === c(r1; : : : ; rn), las reglas ===5;===6 son aplicables. Sies al rev�es, puede aplicarse ===4. Suponiendo que tampoco este tipo de condici�on aparece,s�olo queda ya la posibilidad de que e est�e en una condici�on l = X . Si e es interna a l, =6 esaplicable. De no haber ninguna en esta situaci�on, debe ser e � l, es decir, hay una ecuaci�one = X . La prueba de que X veri�ca una de las condiciones del enunciado se har��a de modosimilar, y la omitimos. 2Esta propiedad es interesante pues, por una parte, proporciona un repertorio (no ex-haustivo) de condiciones que aseguran que una posici�on no primitiva est�a demandada porcualquier soluci�on y testigo minimal de ella, y por otra, establece que si no podemos dar un;cs-paso, con seguridad hay una posici�on de este estilo, en la que por tanto vamos a poderhacer estrechamiento, con garant��as (si usamos la regla del programa adecuada, pero esa esotra historia) de acercarnos a una respuesta terminada. Es importante observar que nuestrorazonamiento no est�a condicionado por ninguna soluci�on dada de antemano.5.5 Resultados de completitudA la vista de las propiedades que hemos probado para;cs en el apartado anterior, y teniendoen cuenta los resultados de la secci�on 4.4, en particular el teorema 4.6, ya podemos a�rmarque ;ncs=; [;cs constituye una sem�antica operacional correcta y completa para SFL6=-programas. Es decir, tenemosTeorema 5.2 (Completitud de ;ncs)Sea � una soluci�on de una restricci�on aceptable '. Entonces existe un c�omputo localmenteperezoso ';ncs�  terminado para �.Sin embargo, ya fue comentada la debilidad del teorema 4.6, porque no establece enqu�e manera se pueden intercalar ;-pasos y;cs-pasos. Nuestro objetivo para esta secci�on es



5 EL LENGUAJE SFL6= 96obtener un resultado de completitud m�as fuerte, que muestre la indiferencia de dar en cadamomento un tipo de paso u otro (mientras sean perezosos), y limite por tanto el indeter-minismo `don't know' a la elecci�on de la regla del programa a usar (en el caso de pasos deestrechamiento), y a la elecci�on de la regla de resoluci�on de restricciones a usar, dentro de unjuego de reglas completas (ver lema 5.4).Para poder obtener un resultado de completitud m�as potente que el dado por el teo-rema anterior, nos conviene en primer lugar dar una de�nici�on de lo que entendemos por un;ncs-c�omputo globalmente perezoso. Recordemos que, en efecto, esa era la noci�on adecuadapara probar la completitud del estrechamiento por restricciones ;. La idea es que en unc�omputo globalmente perezoso, cada paso te acerca realmente a la soluci�on.El siguiente ejemplo explica por qu�e no extendemos sin m�as la de�nici�on que ya tenemospara ;-c�omputos, olvid�andonos sin m�as de los posibles ;cs-pasos intercalados.Ejemplo 5.4 (Existencia de ;cs-pasos no perezosos )Dado el programa con una sola regla f(X) = s(0), el objetivo [f(0); 0] === [0; s(0)] admiteun c�omputo '0 ;ncs '1 ;ncs '2 ;ncs '3 dado por[f(0); 0] === [0; s(0)];cs f(0) === 0; s(0) === 0;cs trueEl c�omputo no es perezoso, en el sentido de que [f0(0); 0] === [0; s(0)] es el �unico testigo mi-nimal de '0, y sin embargo posteriormente f(0) ha sido estrechada. Sin embargo, �j�andonoss�olo en los pasos de estrechamiento, el c�omputo ser��a perezoso, pues el �unico testigo minimalde '1 es f1(0) === 0, y por tanto el paso '1 ; '2 es perezoso.Lo que va mal aqu�� es el paso '0 ;cs '1, que informalmente no es perezoso. Puedendarse ejemplos de c�omputos in�nitos debidos a este hecho.3 Concluimos de este ejemplo que los;cs-pasos de un c�omputo deben ser tenidos en cuentaa la hora de hablar de pereza global. Antes de de�nir lo que entendemos por ;ncs-c�omputosgloblamente perezosos, necesitamos algunos tecnicismos acerca de c�omo se transmiten a trav�esde los ;cs-pasos los etiquetados (o �arboles de interpretaciones) introducidos en la secci�on4.3. Recordemos que en estos etiquetados cada s��mbolo de funci�on estaba etiquetado en laforma fTP"k (abreviadamente fk). Distintas apariciones de un mismo s��mbolo f pod��an tenerdistintos etiquetados. Un etiquetado y una valoraci�on determinaban por completo el valor deuna expresi�on, y por tanto, la satisfacci�on de una restricci�on. Escribiremos e� ; : : : ; '� ;  � ; : : :para referirnos a expresiones y restricciones etiquetadas, y utilizaremos las notaciones ha-bituales �[[e� ]] (valor de la expresi�on etiquetada e� bajo �) y � j= '� (� es soluci�on de larestricci�on etiquetada '� ).Observemos en primer lugar que las reglas de ;cs sirven para cualquier conjunto des��mbolos no primitivos. En particular, sirven para el conjunto de s��mbolos etiquetadosffn j f 2 �; n 2 INg. Por tanto tiene perfecto sentido hablar de '� ;cs  � .N�otese adem�as que ' es;cs-reducible si y solo si '� , lo es, siendo � un etiquetado de ', yaque si ';csR  , entonces '� ;csR  � , donde  � est�a de�nido del modo natural, `traspasando'



5 EL LENGUAJE SFL6= 97las etiquetas de los s��mbolos no primitivos de ' a las correspondientes apariciones de esosmismos s��mbolos en  .F�acilmente se prueba el siguiente resultado.Lema 5.6� Correci�on: Si '� ;cs  � y � j=  � , entonces � j= '� .� Completitud: Si � j= '� y '� reducible, existe '� ;cs  � tal que � j=  � . Es m�as, si'� es minimal, uno de tales  � es minimal.Ya podemos dar la de�nici�on que and�abamos buscando.De�nici�on 5.5 (;ncs-c�omputos perezosos)Sea '0 aceptable y � soluci�on de '0. Un c�omputo'0 ;ncs '1 ;ncs '2 ;ncs : : :se dice perezoso para � si existen '�00 ; '�11 ; '�22 ; : : :, testigos minimales para � de '0; '1; '2; : : :,de modo que(i) Si 'i ;ncs 'i+1 es 'i ;cs 'i+1, entonces '�ii ;cs '�i+1i+1 .(ii) Si 'i ;ncs 'i+1 es 'i ; 'i+1, entonces '�ii � '�i+1i+1 .N�otese que todo ;-c�omputo globalmente perezoso (ver la de�nici�on 4.14) es perezosocomo ;ncs-c�omputo.A modo de ejemplo, comprobemos que el c�omputo del ejemplo 5.4, que informalmentedetect�abamos como no perezoso, realmente no lo es de acuerdo con esta de�nici�on. En efecto,los �unicos testigos minimales de los objetivos '0 y '1 son [f0(0); 0] === [0; s(0)] y f1(0) === 0respectivamente, y se tiene [f0(0); 0] === [0; s(0)];cs f0(0) === 0pero no [f0(0); 0] === [0; s(0)];cs f1(0) === 0por lo que la condici�on (i) de la de�nici�on anterior no se satisface.Consideramos a partir de aqu�� soluciones � �nitas, porque vamos a necesitar consideraruna valoraci�on � como una sustituci�on (entendiendo ? como un nuevo s��mbolo de construc-tora). Nos har�a falta m�as adelante el siguiente resultado t�ecnico.Lema 5.7Sea 9U'� un etiquetado de una restricci�on aceptable 9U', y � �nita tal que � j= 9U'� .Entonces existe �0 �nita tal que �0 coincide con �, excepto posiblemente en U , y �0 j= '� .



5 EL LENGUAJE SFL6= 98Demostraci�on:Haremos inducci�on sobre la longitud l de la transformaci�on que fue introducida en el teorema5.1 para pasar de restricciones de Con�= (que usan =, como impl��citamente se supone de') a restricciones de Con� (que utilizan selectoras y reconocedores). El considerar adem�asetiquetados no afecta la validez de aquellas transformaciones.� (l = 0): entonces ' no tiene =, es decir, ' 2 Con�. Pero en este caso, '� es unarestricci�on continua y por tanto, de tener soluciones (y las tiene, pues 9U'� es satis-factible) debe tener alguna �nita �0, que puede incluso hacerse coincidir con � fuera deU .� (l ! l + 1): El caso de 9U'�00 7�!T2 '�11 no ofrece ning�un problema, pues T2 preservasoluciones y cuanti�caciones.Supongamos ahora que 9U; V (e� = V;  �) 7�!T1 9U( ��)siendo � � fV=e�g, y sea � �nita con � j= 9U; V (e� = V;  �). Como T1 preservasoluciones, se tiene � j= 9U( ��). Por la hip�otesis de inducci�on, existe �00 �nita,que coincide con � excepto posiblemente en U , y tal que �00 j=  ��. N�otese que�00 no compromete a V , pues V no est�a en  ��. Si consideramos ahora �0 de modoque coincida con �00 salvo en V , donde de�nimos �0(V ) = �00[[e� ]], tenemos que �0 es�nita (�0(V ) es �nito por serlo �00 y ser e� un etiquetado con niveles �nitos) y adem�as�0 j= e� = V;  �, lo que concluye la demostraci�on.2 El siguiente teorema establece que todo c�omputo perezoso que no est�e ya terminado sepuede continuar.Teorema 5.3Sea '0 aceptable, � soluci�on �nita de '0, '0 ;ncs� 'n perezoso para �, con testigo �nal '�nn .Entonces(i) Si 'n es ;cs-reducible, existe 'n+1 tal que 'n ;cs 'n+1 y '0 ;ncs� 'n+1 es perezoso.(ii) Si u es una posici�on demandada (para �) en '�nn , entonces existe 'n+1 tal que 'n ;u'n+1 y '0 ;ncs� 'n+1 es perezoso.(iii) Si 'n es ;cs-irreducible y '�nn no tiene posiciones demandadas para �, entonces 'nest�a terminado para �.Demostraci�on:(i) Basta aplicar la completitud de ;cs (lema 5.3).



5 EL LENGUAJE SFL6= 99(ii) Basta aplicar el lema de reducci�on de la complejidad 4.3.(iii) Puesto que 'n es ;cs-irreducible, s�olo falta ver que 'n es primitiva. Y en efecto esas��, pues si 'n fuese no primitiva, como '�nn no tiene posiciones demandadas para �, setendr��a � j=j 'n j, y por la condici�on de pereza de ;cs, 'n ser��a ;cs-reducible, contrala hip�otesis.2 Este resultado es muy satisfactorio desde el punto de vista de c�omo intercalar los;cs-pasosy los ;-pasos (en posiciones demandadas) en un c�omputo. Los tres apartados, en su con-junto, indican que si un c�omputo no est�a terminado, uno de los dos tipos de pasos se hade poder dar, manteniendo la pereza. Adem�as, en caso de que ambos tipos de pasos seanposibles, es indiferente cu�al de ellos decidamos hacer, pues en ambos casos puede darse unpaso perezoso.Ahora bien, no servir��a de mucho la noci�on de c�omputo perezoso que hemos �jado, nipor tanto el teorema anterior, si no probamos que los c�omputos perezosos nos acercan deverdad a la respuesta. El siguiente teorema, que es el an�alogo al lema 4.3 que vimos para;-c�omputos, responde a esta cuesti�on, y constituye sin duda el resultado m�as importante deesta secci�on; todo lo dem�as se pueden considerar preparativos para �el.Teorema 5.4Sea '0 aceptable, � soluci�on �nita de '0. Entonces no existen c�omputos perezosos in�nitospara � a partir de '0.Demostraci�on:Supongamos que existe un c�omputo perezoso in�nito para �9U0'0 ;ncs 9U 1'1 ;ncs 9U 2'2 ;ncs : : :con testigos minimales 9U0'�00 ; 9U1'�11 ; 9U2'�22 ; : : : Sea �0 tal que �0 coincide con � en lasvariables libres de 9U0'0 (y por tanto tambi�en en las de 9U i'i, para todo i), y que adem�asveri�que �0 j= '�ii (tal �0 se puede construir, teniendo en cuenta el lema 5.7, rede�niendo demodo adecuado � sobre las nuevas variables existenciales introducidas en cada paso).De�niremos a continuaci�on un orden bien fundado � entre expresiones etiquetadas, yprobaremos que '�ii � '�i+1i+1 ; 8icon lo que habremos llegado a una contradicci�on.El orden � va a ser una combinaci�on lexicogr�a�ca de varios �ordenes auxiliares de�nidos so-bre distintos `tama~nos' asociados a una restricci�on etiquetada. Estos `tama~nos', que notamospor j � j0, j � j1, j � j2 y j � j3, est�an de�nidos como sigue:� j 9U'� j0= S'�0, siendo S' el multiconjunto de los miembros de todas las condiciones=;==;=== que aparecen en la parte no =-resuelta de '� . La parte =-resuelta de '�



5 EL LENGUAJE SFL6= 100est�a formada por las ecuaciones X = t tales que X no aparece m�as veces en '� . S'�0se entiende como el resultado de aplicar �0 a cada elemento de S'.El considerar el multiconjunto S', en lugar de la propia parte =-resuelta de '� , esdebido a la regla ===4 (ver m�as abajo). El considerar la parte =-resuelta de '� enlugar de la propia '� es debido fundamentalmente a la regla ===5, aunque ya puestosse usa en otras (ver m�as abajo).El orden auxiliar �0 que se considera sobre estos multiconjuntos es el orden � de�nidoen la secci�on 4.3 (v�ease Def. 4.12).� j 9U'� j1= N�umero de variables distintas de '� .� j 9U'� j2= N�umero de ==-ecuaciones no resueltas de '� . Una ecuaci�on X == test�a resuelta si t es un t�ermino, y X no aparece en t ni en el resto de las igualdades ==ni desigualdades === de '� .� j 9U'� j3= N�umero de condiciones de la forma l == X o l === X de '� .Los �ordenes �1;�2;�3; asociados a j � j1; j � j2; j � j3 son todos el orden > de losnaturales.Finalmente, de�nimos � como'� �  � , hj '� j0; j '� j1; j '� j2; j '� j3i �l hj  � j0; j  � j1; j  � j2; j  � j3isiendo �l el orden lexicogr�a�co correspondiente a �0;�1;�2;�3. Es bien fundado por serlotodos estos.Nos resta probar: '�ii � '�i+1i+1 ; 8i.� Si 'i ;u;R 'i+1, observemos que la misma posici�on u y regla R sirven para hacer'i�0 ;u;R 'i+1�0, y que se puede reproducir el razonamiento utilizado en el lema4.3 para probar '�ii �0 � '�i+1i+1 �0, e incluso, con la terminolog��a introducida arriba,S'�0 �0 S �0, y por consiguiente '�ii � '�i+1i+1 .A continuaci�on analizamos ;cs regla por regla (excepto las de fallo, que no inuyenpara este resultado). Como para el orden que consideramos las cuanti�caciones existen-ciales son irrelevantes, las omitimos. Asimismo, para facilitar la lectura, no indicamosexpl��citamente en la notaci�on los etiquetados para expresiones y restricciones; es decir,l; r; e; : : : ser�an expresiones etiquetadas, ';  ; : : : restricciones etiquetadas.� 'i ;cs=1 'i+1: Claramente j 'i j0 decrece.Para varias de las reglas que siguen, hay que observar que si �0 es soluci�on de X = t,siendo t un t�ermino, y � � fX=tg, entonces X�0 � t�0 y ��0 � �0.� 'i ;cs=3 'i+1: Decrece j 'i j1, mientras j 'i j0 queda �.� 'i ;cs=4 'i+1: j 'i j0 decrece, pues una ecuaci�on ha pasado a ser resuelta.� 'i ;cs=5 'i+1: Igual que =3.



5 EL LENGUAJE SFL6= 101� 'i ;cs=6 'i+1: Decrece j 'i j0, ya que ti es subexpresi�on de l y Vi�0 es subt�ermino deX�0, pues ha de ser X�0 � sk(l)�0.� 'i ;cs==1 'i+1: Igual que =1.� 'i ;cs==3 'i+1: j 'i j0; j 'i j1 quedan igual, pero j 'i j2 decrece.� 'i ;cs==4 'i+1: Como el caso de =6.� 'i ;cs==5 'i+1: j 'i j0; j 'i j1 quedan igual, j 'i j2 queda �, pero j 'i j3 decrece.� 'i ;cs===1 'i+1: Como el caso de =1.� 'i ;cs===2 'i+1: Decrece j 'i j0, pues eliminamos una desigualdad, y el resto queda igual.� 'i ;cs===4 'i+1: j 'i j0; j 'i j1; j 'i j2 quedan igual, pero j 'i j3 decrece. N�otese que j 'i j0queda igual porque hemos considerado los multiconjuntos S'.� 'i ;cs===5 'i+1: Decrece j 'i j0, pues hemos reemplazado una desigualdad X ===c(e1; : : : ; en) por una =-ecuaci�on resuelta.� 'i ;cs===6 'i+1: Decrece j 'i j0, pues hemos reemplazado una desigualdad X ===c(e1; : : : ; en) por una =-ecuaci�on resuelta, m�as una desigualdad ei === Vi tal que ei�0es subt�ermino de c(e1; : : : ; en)�0 y Vi�0 lo es de X�0.2 Los dos �ultimos teoremas tienen como consecuencia, ya casi inmediata, el siguiente teo-rema de completitud.Teorema 5.5Sea '0 una restricci�on aceptable y � una soluci�on �nita de '0. Entonces existe un c�omputo'0 ;ncs� 'n perezoso para � y terminado.Como en otras ocasiones, el enunciado de completitud resulta muy claro, pero pierdemucha informaci�on con relaci�on a los dos teoremas que le preceden. Como consecuencia de�estos �ultimos, podemos destacar el alto grado de indeterminismo `don't care' que ofrece;ncscomo mecanismo de c�omputo para resolver objetivos, con garant��as de llegar a una formaresuelta (si las elecciones `don't know' son las adecuadas). En efecto:1. En cada paso, podemos elegir indistintamente ;cs o ; para continuar (teorema 5.3).2. Para aplicar;cs, podemos elegir indistintamente cualquier juego completo de;cs-reglasde los determinados en el lema 5.4. Si el conjunto no es unitario, la selecci�on de la reglaes `don't know'.3. Para aplicar;, podemos elegir indistintamente cualquier posici�on absolutamente deman-dada (ver teorema 5.3). En la proposici�on 5.4 se dan criterios efectivos para detectarposiciones absolutamente demandadas, y se asegura que alguno de ellos se cumple encaso de que ninguna regla de ;cs sea aplicable. La selecci�on de la regla del programaP a usar es `don't know'.



5 EL LENGUAJE SFL6= 1024. Seg�un el teorema 5.4, el proceso termina si las elecciones `don't know' son las adecuadas.As�� pues se dispone de una gran exibilidad a la hora de elegir un control determinadopara efectuar los c�omputos.5.6 Algunas variantes para la resoluci�on de restriccionesDiscutimos en este apartado alternativas para algunas de las caracter��sticas del sistema deresoluci�on de restricciones que hemos estudiado en apartados anteriores.5.6.1 Compartici�on frente a reemplazamientoDe las reglas de resoluci�on de restricciones (;cs), son las correspondientes a la uni�caci�on(=) las que contribuyen principalmente al car�acter perezoso de la sem�antica operacional. M�asconcretamente, son interesantes a este respecto las reglas que se re�eren a ecuaciones de laforma l = X . Cuando l es un t�ermino primitivo, la ecuaci�on es eliminada tras generar ypropagar la sustituci�on X=l. De esto se encarga la regla =5, que est�a tambi�en al cargo deeliminar la ecuaci�on l = X si la variable X no aparece en ning�un otro sitio, incluso si l esno primitiva. A pesar de su aparente inocuidad, este �ultimo tipo de eliminaciones es clavepara el car�acter perezoso de los c�omputos, al hacer desaparecer las expresiones no primitivascuyo valor es irrelevante (y por tanto su evaluaci�on innecesaria) para la satisfactibilidad dela restricci�on en cuesti�on.Cuando en la ecuaci�on l = X , l es de la forma c(e1; : : : ; en) pero no primitiva , la regla =6se encarga de eliminar tambi�en la ecuaci�on, tras efectuar una `ligadura parcial' de la variableX a la parte primitiva m�as externa de l, sacando al tiempo hacia el exterior la parte noprimitiva de l, en forma de ecuaciones f(e1; : : : ; en) = U .En cuanto a las ecuaciones de la forma f(e1; : : : ; en) = X , donde X aparece m�as vecesen el resto de la restricci�on, no hay ninguna regla espec���ca que las trate. Puede decirse queest�an a la espera de que� la variable producida X se reemplace por otro t�ermino (por aplicaci�on de la regla =3),� la variable X desaparezca del resto de la restricci�on (por aplicaci�on de las reglas ===5,===6 a una ecuaci�on Y === r[X ], o de la regla =5 a l[X ] = Y , con Y eliminable por noaparecer m�as), o� se descubra que f(e1; : : : ; en) est�a demandada y debe ser reducida mediante ; (poraparecer la variable X en alguna condici�on X == r;X === r o sim�etrica). El es-trechamiento de f(e1; : : : ; en) (en varios pasos quiz�as) reducir�a esta expresi�on a formanormal de cabeza (i.e. a una variable o a algo de la forma c(e1; : : : ; en)), por lo que dela ecuaci�on f(e1; : : : ; en) = X se pasar�a a otra de alguno de los tipos examinados antes24.24Como en muchas otras ocasiones, estamos suponiendo que la restricci�on en cuesti�on es satisfactible, y quelas reglas del programa usadas para estrechar son las adecuadas. En otro caso, puede no llegarse a ningunaforma normal de cabeza para f(e1; : : : ; en).



5 EL LENGUAJE SFL6= 103Llamaremos suspensi�on a la expresi�on f(e1; : : : ; en) de una ecuaci�on f(e1; : : : ; en) = X(y por extensi�on, llamaremos tambi�en `suspensi�on' a toda la ecuaci�on), para indicar que suevaluaci�on queda pospuesta o suspendida hasta que se pruebe como realmente necesaria.Es importante observar que en este planteamiento todas las sustituciones que se ge-neran son de variables por t�erminos, y que el resultado de estrechar en una suspensi�onf(e1; : : : ; en) = X se transmite a todas las apariciones de su variable producida X , a trav�esde las ligaduras que produzca la posterior aplicaci�on de la regla =5 o =6, seg�un corresponda.Este fen�omeno se corresponde muy directamente con un requisito pedido habitualmente a unmecanismo de evaluaci�on (de expresiones funcionales) para ser considerado perezoso: evitarque se repita la evaluaci�on de las apariciones m�ultiples que pudiera tener una expresi�on fun-cional (no primitiva, en nuestro lenguaje), cuando ha sido pasada como par�ametro actual en laaplicaci�on de una regla del programa cuyo lado derecho sea no lineal (es decir, con m�ultiplesapariciones de un par�ametro formal). En nuestro formalismo, evitamos tales repeticiones,porque el propio paso de par�ametros (que queda expresado en el tratamiento que se da a lasecuaciones l = X) queda suspendido en caso de que l sea una expresi�on funcional, y en casode ser reducida, el resultado es compartido por todas las apariciones de X .Discutiremos aqu�� una alternativa a nuestro conjunto de reglas para la uni�caci�on, enla que se suprime la distinci�on entre variables producidas y no producidas. En esta otrade�nici�on de ;cs consideramos, para el caso de restricciones con expresiones no primitivas,exactamente el mismo juego de ;cs-reglas para las =-ecuaciones que fue propuesto para elcaso de restricciones primitivas. La diferencia reside en que las antiguas reglas =5;=6 parael caso no primitivo quedan reemplazadas por la regla =59X;U(t = X;');cs 9U('�); donde � � fX=tgque efect�ua el paso de par�ametros, con independencia de cual sea la estructura de t. Comocambio secundario adicional, en las reglas de ;cs se suprime toda menci�on a `variablesproducidas' (reglas ===5;===6).No es dif��cil probar que el nuevo sistema de resoluci�on de restricciones ;cs as�� de�nidosigue siendo correcto (debido al car�acter existencial de las variables en los lados derechos delas =-ecuaciones), completo (=5 preserva soluciones) y perezoso (la demostraci�on requierepocos cambios respecto a la dada para las reglas originales).Es innegable que el conjunto de reglas que resulta es adem�as m�as claro y sencillo. Comocontrapartida, la sem�antica operacional no respeta el criterio de no reevaluaci�on de las m�ulti-ples copias que de una expresi�on no primitiva e puede hacer la regla =5 al aplicarse a unaecuaci�on e = X (una copia por cada aparici�on adicional de X). El hecho tiene su importancia,al menos de cara a una posible implementaci�on, pues el n�umero de posiciones no primitivasen una restricci�on puede crecer exponencialmente al aplicar la nueva regla =5 (frente a unno crecimiento, incluso posible decrecimiento de tal n�umero, con las reglas originales). Esteproblema suele ser abordado [103, 86] como una mera cuesti�on t�ecnica a resolver medianteuna adecuada representaci�on de las expresiones funcionales que intervengan en los c�omputos,para garantizar la compartici�on (`sharing') por parte de expresiones hom�ologas (copias) delresultado de la evaluaci�on de una cualquiera de ellas. Por nuestra parte, aun considerandov�alido tal enfoque (que en cierto sentido adoptaremos en pr�oximas secciones), juzgamos in-teresante el que la sem�antica operacional, en su nivel m�as formal, se ajuste m�as estrechamentea la subsiguiente implementaci�on.



5 EL LENGUAJE SFL6= 104Existe otra raz�on, probablemente de mayor peso, para haber adoptado el conjunto dereglas original. Es que los resultados de completitud obtenidos en la secci�on 5.5 para lasem�antica operacional combinada;ncs se demuestran con mucha mayor facilidad si se evita larealizaci�on de copias de expresiones no primitivas. En particular, se simpli�ca en gran medidala obtenci�on del orden bien fundado que nos permite probar en el teorema 5.4 que no existen;ncs-c�omputos perezosos in�nitos. Lejos de parecernos un motivo vergonzante, pensamosque la mayor simplicidad de las pruebas, a~nadidas a la mejor adecuaci�on a lo que se pretenderealizar en la pr�actica, son fuertes avales para justi�car nuestra elecci�on. Otros autores [87, 21]han dado opiniones similares acerca de las ventajas de evitar el reemplazamiento impaciente(`eager replacement') de variables. Un caso bien conocido es el del conjunto de reglas paraAC-uni�caci�on dado por Stickel en [144]; la di�cultad de la prueba de terminaci�on, que nofue dada hasta varios a~nos m�as tarde por Fages [51], es achacada habitualmente [87, 21] alreemplazamiento impaciente de variables.Indiquemos que, si bien no proporcionamos prueba de ello, nos parece una conjetura m�asque razonable que el teorema 5.4 sobre inexistencia de;ncs- c�omputos globalmente perezososin�nitos sea tambi�en v�alido para el sistema de reglas alternativo que hemos descrito aqu��. Elteorema 5.3 no ofrece mayor di�cultad. En cuanto al teorema de completitud `d�ebil' 5.2, porsupuesto que sigue siendo cierto, ya que es un resultado general para CFLP (X).Para terminar comentemos que, cuando estudiemos la implementaci�on de la sem�anticaoperacional, adoptaremos inicialmente la regla =5 que realiza copias. Lo haremos en inter�es dela claridad de la exposici�on, pues ciertamente resulta m�as simple que las reglas que consideransuspensiones. Pero n�otese que la introducci�on posterior de las suspensiones para obtenercompartici�on estar�a s�olidamente justi�cada por nuestros resultados.5.6.2 Propagaci�on global de las sustitucionesYa vimos en su momento (v�ease la secci�on 5.4) el peligro de la propagaci�on global de unasustituci�on � � fX=tg correspondiente a una ecuaci�on X == t en la aplicaci�on de ==3, yan�alogamente en ==4. Por ese motivo en dichas reglas la sustituci�on generada no se propagam�as que al resto de las ==-ecuaciones y a las ===-desigualdades. Aunque existen otrassoluciones, que en seguida analizaremos brevemente, hemos querido hacerlo as�� en el sistemade restricciones estudiado con detalle, porque as�� se obtiene la notable propiedad de quecualquier orden de aplicaci�on de las reglas, incluyendo la de estrechamiento (en posicionesdemandadas), es v�alido. Es decir, para cualquier control se tiene completitud.Pensando en una posible implementaci�on, sin embargo, restringir la aplicaci�on de unasustituci�on a un �ambito local puede resultar m�as dif��cil que aplicarla globalmente. Ellociertamente es as�� si, como haremos, usamos Prolog como lenguaje soporte para la imple-mentaci�on, en cuyo caso lo razonable y e�ciente es usar la propia uni�caci�on de Prolog (deefecto global) para realizar y propagar las sustituciones generadas por las sem�antica ope-racional implementada. As�� pues, como alternativa pr�actica, proponemos un cambio en lasreglas para ==, para aplicar las sustituciones globalmente, a costa de imponer condicionesadicionales.



5 EL LENGUAJE SFL6= 105La nueva regla ==3 ser��a==3) 9U(X == t; ');cs 9U (X == t; '�)si t es un t�ermino, X aparece en ', X no aparece en t, � � fX=tg:y X; t no contiene variables produciblesPara ==4 tendr��amos un cambio similar, pidiendo en este caso que no haya variablesproducibles en X; sk(r).Entendemos por variables producibles aquellas que aparecen en el lado derecho de una=-ecuaci�on no resuelta. Con m�as precisi�on:U es producible en ' si ' tiene una ecuaci�on l = r tal que U 2 var(r) y , o bien l no es unavariable, o bien l es una variable que aparece m�as veces en '.Es claro que, con la condici�on impuesta, al aplicar ==3 no pueden generarse ciclos devariables en las =-ecuaciones no resueltas (pues las variables involucradas en fX=tg no est�anen sus lados derechos); por lo que se re�ere a las =-ecuaciones resueltas, es obvio que nopueden formar parte de ning�un ciclo, pues sus lados izquierdos s�olo aparecen una vez en todala restricci�on.As�� pues, la propiedad (C) m�as esquiva de las restricciones aceptables se sigue preservando.Tambi�en es obvio que se preserva la propiedad (T) de que s�olo haya t�erminos primitivos enlos lados derechos de las =-ecuaciones. En cuanto a la linealidad de los lados derechos (L)y el que las variables de los lados derechos sean existenciales (E), pueden perderse en las=-ecuaciones resueltas. Por ejemplo, una aplicaci�on leg��tima de la nueva ==3 ser��a9U; V (X = c(U); U = c(V ); U == d(Y; Y ));cs==3 9U; V (X = c(d(Y; Y )); d(Y; Y ) = c(V ); U == d(Y; Y ))en la que hemos pasado de una restricci�on aceptable a otra en la que (L,E) fallan.Pero, de nuevo en general, las propiedades (L,E) s�� que se preservan en las =-ecuacionesno resueltas, pues sus lados derechos no son tocados. Y esto es lo importante para garantizarque las reglas de ;cs siguan funcionando bien, ya que una =-ecuaci�on resuelta no puededejar de estarlo, y s�olo pueden ser afectadas de nuevas instanciaciones de sus lados derechosque, ni pueden ser incorrectas, ni conducir a problemas de no terminaci�on por la generaci�onde ciclos. Para una justi�caci�on precisa de la validez del nuevo sistema de reglas, que novamos a completar aqu��, deber��amos pues relajar las condiciones de aceptabilidad, pidiendo(L,E) s�olo a la parte no resuelta de una restricci�on, y probar resultados similares a los queya obtuvimos.Con las nuevas reglas hemos conseguido que toda sustituci�on que se genere durante elc�omputo se aplique globalmente, lo que ya sabemos que reporta ventajas para una imple-mentaci�on, especialmente en Prolog. Pero >qu�e ocurre con las condiciones de aplicaci�on delas reglas? No nos referimos ahora a que son aplicables en menos ocasiones, con lo que sepierde exibilidad en el control, sino a la veri�caci�on de que se cumplen tales condiciones,es decir, que la sustituci�on a efectuar no involucra, ni en el dominio ni el el rango, unavariable producible. Por supuesto, detectar tal situaci�on es posible, pero claramente a costade so�sticar la representaci�on que se vaya a hacer de los t�erminos (para distinguir variables



5 EL LENGUAJE SFL6= 106producibles) y/o efectuar recorridos costosos para reconocerlas. Probablemente con ello secontrarrestar��an las ventajas conseguidas por las nuevas reglas.Existe una forma de preservar las ventajas de la propagaci�on global de sustituciones, altiempo que se evita el inconveniente de tener que veri�car si una ecuaci�on contiene o novariables producibles: imponer restricciones m�as severas al orden en que se resuelven lascondiciones de un objetivo, para asegurar que en el momento en que una ecuaci�on estrictaes considerada para ser resuelta, ya no tenga variables producibles. Un criterio muy sencillopara esto es el siguiente: al hacer estrechamiento mediante una regla del programa, resolverpor completo el problema de uni�caci�on correspondiente a la regla, antes de pasar al resto delas condiciones (==-ecuaciones y ===-desigualdades). N�otese que para resolver el problemade uni�caci�on pueden ser necesarios nuevos estrechamientos, a los que habr��a que aplicar denuevo este criterio, etc. Este car�acter recursivo del criterio anterior, lejos de ser un problema,resulta muy natural para una implementaci�on Prolog, y de hecho va a ser adoptado pornosotros en el siguiente cap��tulo.No queremos que, de la discusi�on anterior, se saque la conclusi�on de que consideramosla soluci�on �nalmente propuesta como la mejor posible. Simplemente pretendemos haberjusti�cado que es una soluci�on realista y f�acil de llevar a la pr�actica.5.6.3 Limitaci�on a soluciones �nitas y totalesLa diferencia entre el signi�cado de las igualdades = y == hace que dos ecuaciones resueltasX = t y X == t proporcionen informaci�on diferente. La segunda impone que X sea �nito ytotal, mientras que la primera acepta como soluciones valores de X �nitos o in�nitos, totales oparciales. Eso quiere decir en particular que no podemos usar simplemente sustituciones pararepresentar esas ecuaciones resueltas, pues a ambas les corresponder��a la sustituci�on fX=tg,y no podr��amos distinguirlas. Relacionado con esto est�a el hecho de que las ecuaciones de laforma X == X no se puedan eliminar, ya que no son trivialmente satisfactibles: imponena X la condici�on de ser �nito y total. Algo similar ocurre con las desigualdades del tipoX === t, cuando X aparece en t: tampoco son trivialmente satisfactibles, pues algunosvalores in�nitos no la veri�can.Ahora bien, si restringimos nuestro inter�es a las soluciones �nitas y totales del objetivoinicial (lo que tiene sentido por la proposici�on 5.3), podemos ser m�as liberales en los tresaspectos indicados: podemos representar tanto X = t como X == t mediante la sustituci�onfX=tg, as�� como eliminar las ecuaciones X == X y las desigualdades X === e, cuando Xaparece en j e j. Estamos asumiendo aqu�� que, como propusimos en el apartado anterior, altratar una ==-ecuaci�on o una ===-desigualdad, estamos seguros de que sus variables no sonproducibles. En otro caso podemos cometer una incorreci�on, como suceder��a en9X(f(0) = X;X == X);cs 9X(f(0) = X);cs trueen caso de que f(0) fuese parcial o in�nito.Al decir que podemos representar tanto X = t como X == t mediante la sustituci�onfX=tg nos referimos a que en el momento en que una de dichas ecuaciones pasa a ser resuelta,y la sustituci�on fX=tg es aplicada al resto de la restricci�on, la propia sustituci�on sirve comotestigo de la condici�on que debe cumplir X , y por tanto no es necesario conservar la ecuaci�on



5 EL LENGUAJE SFL6= 107para dicho prop�osito. N�otese que esto no afecta a la naturaleza perezosa del lenguaje, pueslas = y ==-ecuaciones se resuelven de forma distinta, cada una de acuerdo a su sem�antica.Es s�olo el tratamiento de las formas resueltas el que se hace igual.Una consecuencia interesante de adoptar esta nueva variante es que una respuesta constaahora de una sustituci�on idempotente � = fX1=t1; : : : ; Xn=tng m�as una conjunci�on de desi-gualdades Y1 === s1; : : : ; Ym === sm tales que en ellas no aparecen las variables Xi, ni lasvariables Yj aparecen en sj .Tambi�en estos criterios ser�an aplicados en el pr�oximo cap��tulo.



6 IMPLEMENTACI �ON 1086 Implementaci�onEn este cap��tulo utilizaremos los resultados de la secci�on anterior para proponer una im-plementaci�on de SFL6=. Pretendemos hacerlo descendiendo de una manera gradual desdela sem�antica operacional abstracta proporcionada por ;ncs hasta una implementaci�on de`bajo nivel' razonablemente e�ciente. Para todos los pasos de este re�namiento gradual,utilizaremos Prolog como lenguaje com�un. Podemos pensar inicialmente en Prolog comolenguaje de especi�caci�on abstracto, y al �nal como el lenguaje de bajo nivel, de cuyosrecursos se aprovecha sin escr�upulos nuestra implementaci�on 25. Otros formalismos, porsupuesto, pueden ser utilizados para una especi�caci�on. En [16, 17], por ejemplo, utilizamosel formalismo de las `�algebras din�amicas' [67], para intentar especi�car implementacionesdel estrechamiento basadas en m�aquinas abstractas [91, 102]. Nuestro inter�es ahora est�a enobtener de modo inmediato una implementaci�on a partir de la especi�caci�on.6.1 Una especi�caci�on de la sem�antica operacionalLa especi�caci�on que propondremos est�a muy relacionada con las que se presentan en [103]para el lenguaje SFL. La especi�caci�on consiste realmente en la descripci�on de un proceso PTde traducci�on a Prolog, que convierte cada SFL 6=-programa P en un conjunto de cl�ausulasPT (P ), y cada objetivo G en un objetivo Prolog PT (G). La idea es que el SLD-espaciode b�usqueda para el objetivo PT (G) determinado por las cl�ausulas PT (P ) especi�ca ;ncs-c�omputos que conducen a las soluciones de G. No es necesario suponer en principio queel r�egimen de control de Prolog (selecci�on del objetivo m�as a la izquierda + b�usqueda enprofundidad y por la izquierda) sea el utilizado para la construcci�on del �arbol ni para surecorrido. All�a donde haya alguna restricci�on especial en ese sentido, se indicar�a.Hay algunos otros aspectos de la especi�caci�on que debemos comentar previamente a supresentaci�on:� La especi�caci�on se adec�ua a las variantes de;ncs que se indicaron al �nal de la secci�onanterior:{ `Reemplazamiento' en lugar de `compartici�on' (s�olo de modo temporal).{ Prioridad de las condiciones de uni�caci�on sobre las igualdades y desigualdades dela misma regla. Y como resultado de �esta{ Efecto global de todas las sustituciones aplicadas.{ Limitaci�on a las soluciones �nitas y totales.{ Una respuesta consta de una sustituci�on m�as un conjunto de desigualdades de laforma X === t� Las sustituciones que se apliquen durante el c�omputo, y en consecuencia la sustituci�onde una respuesta, no se hacen expl��citas en la especi�caci�on. Quedan subsumidas porla uni�caci�on de Prolog.25Es bien conocido el prestigio de Prolog como lenguaje para escribir especi�caciones ejecutables; menoscitada, pero cada vez m�as extendida, est�a la idea de Prolog como `ensamblador glori�cado' (la terminolog��a esde Mario Rodr��guez Artalejo).



6 IMPLEMENTACI �ON 109� Resulta conveniente para la especi�caci�on concebir un conjunto de desigualdades asoci-adas a una misma variable X , como ser��an X === t1; : : : ; X === tn, como una expresi�onen s�� misma, que leer��amos como `X tal que X === t1; : : : ; X === tn', y a la quedenominamos variable restringida. Otra forma de expresar esto mismo es decir que, enla representaci�on que se vaya a adoptar para las expresiones y las restricciones de losc�omputos, asumimos que una variable X est�a asociada, en cada una de sus apariciones,con la conjunci�on X === t1; : : : ; X === tn de las desigualdades ya resueltas para ella.Con esta lectura, una respuesta est�a constituida por una sustituci�on m�as un conjuntode variables restringidas.Una idea similar a la de variable restringida se utiliza en [93, 94], donde se denomina en-torno al conjunto de las asociaciones de variables con sus correspondientes restriccionesde desigualdad.� Para la especi�caci�on se debe partir de una determinada representaci�on (como t�erminosProlog) de las expresiones del lenguaje fuente. Por lo que se re�ere a las expresionesque aparecen en un programa o en el objetivo inicial, consideramos la representaci�onnatural, o sea, la identidad: R[e] � e, R['] � '.Sin embargo, la aparici�on de variables restringidas durante el c�omputo introduce unproblema de representaci�on cuya soluci�on no es obvia (ni por supuesto �unica). Y puestoque una variable restringida puede ser argumento de una expresi�on m�as compleja, elproblema de representaci�on puede afectar en principio a todas las expresiones generadasdurante el c�omputo (expresiones de c�omputo).Para no mezclar el problema de la representaci�on con la especi�caci�on de la sem�anticaoperacional, basamos �esta en una representaci�on de las expresiones de c�omputo s�oloparcialmente determinada. Asumimos simplemente la existencia de algunos procedi-mientos (pendientes de de�nir) que nos permitan realizar algunas operaciones b�asicas:reconocer la clase de expresi�on representada, acceder a componentes, etc...A pesar de lo anterior, en los comentarios que acompa~nan a la especi�caci�on se hablar�a amenudo de '...la expresi�on E...' en lugar de '...la expresi�on representada por E...'. S�oloen algunos casos nos ha parecido interesante hacer la distinci�on entre ambas.Presentamos ya la especi�caci�on. En las cl�ausulas que siguen, cuando aparezcan c; d; f; : : :representando s��mbolos concretos de constructora o funci�on, debe entenderse que hay unacl�ausula para cada s��mbolo. Damos en primer lugar una relaci�on de los procedimientos depen-dientes de la representaci�on, junto con una explicaci�on informal de su signi�cado pretendido.Deben entenderse como predicados extral�ogicos, en el mismo estilo de los var=1;= =2;= ::=2de Prolog.� es var(E): E representa una variable, restringida o no.� es c ap(E; c(E1; : : : ; En)): E representa una expresi�on c(e1; : : : ; en), donde cada Eirepresenta a ei.� es f ap(E; f(E1; : : : ; En)): E representa una expresi�on f(e1; : : : ; en), donde cada Eirepresenta a ei.



6 IMPLEMENTACI �ON 110� misma var(X; Y ): X e Y representan a la misma variable.� compatibles vars(X; Y ): X e Y representan a dos variables RX y RY que no est�anforzadas a ser diferentes, es decir, RX === RY no est�a entre las restricciones de RX (yviceversa).� restricciones(X;C): C representa t1; : : : ; tn si X es una variable con restricci�on aso-ciada X === t1; : : : ; X === tn. Si X no est�a restringida, C veri�ca el predicadoes vacia(C).� inserta restricciones(C;X): Si C representa t1; : : : ; tn, a~nade a X las restriccionesX === t1; : : : ; X === tn.� inserta restriccion(T;X): A~nade a X la restricci�on X === T .� sustituye(X; T ): efect�ua la sustituci�on X=T . Suponemos que, como en el caso deX = T en Prolog, 26 el efecto es global, es decir, afecta a todas las apariciones de X .Comenzamos por especi�car c�omo se resuelve un conjunto de ==-ecuaciones y desigual-dades, que es lo que constituye un objetivo inicial. Utilizaremos repetidas veces la noci�onde forma normal de cabeza (fnc): una expresi�on e est�a en forma normal de cabeza si es unavariable o tiene la forma c(e1; : : : ; en), siendo c una constructora./**********resuelve(C): resuelve el conjunto de ==-ecuaciones y desigualdades C.*********/resuelve((Cond;Rest)) : �resuelve(Cond); resuelve(Rest):resuelve(L == R) : �iguales(L;R):resuelve(L === R) : �distintos(L;R):/**********iguales(L;R): resuelve la igualdad estricta L == R.distintos(L;R): resuelve la desigualdad L === R.*********/iguales(L;R) : �fnc(L;HL); fnc(R;HR); iguales fnc(HL;HR):distintos(L;R) : �fnc(L;HL); fnc(R;HR); distintos fnc(HL;HR):Las reglas para iguales y distintos prev�en la posibilidad de que alguno de sus dos miem-bros no est�en en forma normal de cabeza (fnc), es decir, no sean una variable (posiblemente26Obs�ervese que, aunque el efecto que se pretende es similar, sustituye(X;T ) no puede reemplazarse porX = T (uni�caci�on sint�actica de Prolog), ya que la variable de c�omputo X puede estar representada medianteun t�ermino Prolog que no sea sint�acticamente uni�cable con T ).



6 IMPLEMENTACI �ON 111restringida) o una expresi�on de la forma c(e1; : : : ; en), sino que sean de la forma f(e1; : : : ; en),con f 2 �. Sabemos entonces que �esa es una posici�on absolutamente demandada en la que esleg��timo hacer estrechamiento (tantos pasos como sea preciso para obtener una forma normalde cabeza). El predicado fnc, que se especi�car�a m�as adelante, se encarga de ello. Veamosprimero c�omo contin�ua la resoluci�on de las condiciones./**********iguales fnc(L;R): resuelve L == R, donde L;R est�an en fnc.*********/iguales fnc(X;H) : �es var(X); !; ig var(X;H).iguales fnc(H;X) : �es var(X); !; ig var(X;H).iguales fnc(L;R) : �es c ap(L; c(L1; : : : ; Ln));es c ap(R; c(R1; : : : ; Rn));iguales(L1; R1); : : : ; iguales(Ln; Rn):La tercera cl�ausula realiza descomposici�on, como indica la regla ==1 de ;cs . La reglade fallo por conicto de constructoras (==2) queda expresada impl��citamente por el fallo deProlog, al no haber cla�usula aplicable a tal situaci�on. Las dos primeras cl�ausulas remitensin m�as a ig var, para los casos en que uno de los dos miembros de la ==-ecuaci�on sea unavariable. Esto cubre todos los casos posibles para iguales fnc. Llamamos la atenci�on { porser la primera vez que aparece uno de los predicados extral�ogicos no especi�cados { sobre eluso de es var(X) para expresar la condici�on de que X es (representa, mejor) una variable.No podemos usar en su lugar el predicado prede�nido de Prolog var, pues una variable deun SFL 6=-c�omputo podr��a no estar representada por una variable Prolog./**********ig var(X;H): resuelve X == H , donde X es una variable, y H est�a en fnc.*********/ig var(X; Y ) : �es var(Y ); misma var(X; Y ); !:ig var(X; Y ) : �es var(Y ); !;compatibles vars(X; Y );restricciones(X;C); inserta restricciones(C; Y ); sustituye(X; Y ):ig var(X;E) : �es c ap(E; c(E1 : : : ; En));no aparece(X; c(E1; : : : ; En));pasa a resuelta(X; c(T1; : : : ; Tn));iguales(T1; E1); : : : ; iguales(Tn; En):La primera cl�ausula est�a eliminando una ecuaci�on del tipo X == X . La segunda cl�ausulade ig var corresponde a la regla ==3 0 de ;cs, es decir, al caso de una ecuaci�on X == Ydonde X e Y son variables, posiblemente con restricciones X === t1; : : : ; X === tn e



6 IMPLEMENTACI �ON 112Y === s1; : : : ; Y === sm, respectivamente. El procedimiento compatibles vars(X; Y ) se en-carga de comprobar que X === Y no sea una de ellas, pues en ese caso la ecuaci�on X == Yno es resoluble. En otro caso, a~nadimos a Y las restriciones Y === t1; : : : ; Y === tn (paraseguir el principio de que la variable Y debe estar asociada con sus restricciones Y === tcorrespondientes) y ligamos X a Y .La tercera cl�ausula se encarga del caso X == c(e1; : : : ; en), realizando la imitaci�on indi-cada en ==4 0. Como dijimos entonces, esta imitaci�on puede ser muy trabajosa, y ser�a reem-plazada m�as adelante por otra m�as e�ciente que reeje las reglas ==3 y ==4. En la imitaci�onse genera una ecuaci�on X == c(T1; : : : ; Tn) que queda en forma resuelta (y por tanto no seconserva) al aplicar la sustituci�on X=c(T1; : : : ; Tn). Tenemos un procedimiento espec���co,pasa a resuelta, para este paso a forma resuelta, porque hay alg�un trabajo adicional quehacer con las restricciones que pudiera tener X ./**********pasa a resuelta(X; T ): Efect�ua la sustituci�on fX=Tg y propaga el v��nculo a las restriccionesasociadas a X .propaga(T; C): Si C representa X === t1; : : : ; X === tn, propaga(T; C) resuelve las desigual-dades T === t1; : : : ; T === tn.*********/pasa a resuelta(X; T ) : �restricciones(X;C); sustituye(X; T); propaga(T;C):propaga(T; C) : �es vacia(C):propaga(T; C) : �selecciona(S;C;Resto); resuelve(T === S); propaga(T;Resto):El sentido de pasa a resuelta(X; T ) s�olo puede entenderse desde el punto de vista de las`variables restringidas'. La idea es que las restricciones X === t que se han ido generando,no est�an guardadas en ning�un almac�en global (del estilo de un argumento adicional, diga-mos Restricciones, que se arrastra de procedimiento a procedimiento a lo largo de todo elc�omputo) sino que aparecen asociadas a la propia variable, de un modo a�un no especi�cado.En el momento de aplicar la sustituci�on fX=Tg, una restricci�on asociada X === s ha de ser`despertada', pues se ha convertido en T === s, que no estar�a resuelta en general.El procedimiento auxiliar propaga simplemente resuelve una a una las desigualdades ac-tivadas de esta manera.Con el predicado no aparece, que se encarga del `occur check', queda completada laespeci�caci�on de la resoluci�on de ecuaciones estrictas./**********no aparece(X;E): veri�ca que X no aparece en la c�ascara de E.*********/no aparece(X; Y ) : �es var(Y ); !; not misma var(X; Y ):



6 IMPLEMENTACI �ON 113no aparece(X;E) : �es c ap(E; c(E1; : : : ; En); !;no aparece(X;E1); : : : ; no aparece(X;En):no aparece(X;E). % E es no primitivaVeamos ahora c�omo especi�car la resoluci�on de desigualdades l === r, cuando en ambosmiembros hay ya una forma normal de cabeza./**********distintos fnc(L;R): resuelve L === R, donde L;R est�an en fnc.*********/distintos fnc(X;H) : �es var(X); !; nig var(X;H):distintos fnc(H; Y ) : �es var(Y ); !; nig var(Y;H):distintos fnc(L;R) : �es c ap(L; c(L1; : : : ; Ln));es c ap(R; d(R1; : : : ; Rm):distintos fnc(L;R) : �es c ap(L; c(L1; : : : ; Ln));es c ap(R; c(R1; : : : ; Rn);(distintos(L1; R1);: : : : : : % Elecci�on indeterminista;distintos(Ln; Rn)):Las dos primeras cl�ausulas remiten a nig var para el caso de que uno de los dos miembrossea una variable. Las dos siguientes expresan directamente las reglas ===1 y ===2./**********nig var(X;H): resuelve X === H , donde X es una variable, y H est�a en fnc.********/nig var(X; Y ) : �es var(Y ); !; not misma var(X; Y );inserta restriccion(Y;X);inserta restriccion(X; Y ):nig var(X; T ) : �es termino(T ); !; inserta restriccion(T;X):nig var(X;E) : �es c ap(E; c(E1; : : : ; En));(unifica(X; d(U1; : : : ; Um)) % Una alternativa para cada d 6� c;unifica(X; c(U1; : : : ; Un));distintos(Ui; Ei)): % Una alternativa para cada i = 1 � � �n



6 IMPLEMENTACI �ON 114La primera cl�ausula corresponde a una desigualdad X === Y entre variables. Cubre,por una parte, la regla de fallo ===3, al pedir que X e Y no sean la misma variable. Sien efecto no lo son, recu�erdese que no hay ;cs-regla para X === Y porque se consideraresuelta. Sin embargo, siguiendo una vez m�as la �losof��a de las `variables restringidas',nuestra especi�caci�on debe tomarse el trabajo de anotar la desigualdad X === Y comonueva restricci�on de la X , y rec��procamente. An�alogamente sucede con la tercera cl�ausula.Obs�ervese que todas las restricciones asociadas a una variable son de la forma X === t,donde t es un t�ermino. El predicado es termino(T ) puede a~nadirse a la lista de predicadosno especi�cados, o bien ser programado utilizando los ya existentes.es termino(X) : �es var(X); !:es termino(T ) : �es c ap(T; c(T1; : : : ; Tn);es termino(T1); : : : ; es termino(Tn):La �ultima cl�ausula { muchas en realidad, recogidas en un esquema { recoge las dos alter-nativas indeterministas (`don't know') expresadas en las reglas ===5 y ===6 de ;cs. A suvez cada una de ellas se desdobla en varias, correspondientes a distintas constructoras en elcaso de ===5, y a distintos argumentos en el de ===6.Veamos a continuaci�on como se resuelven ecuaciones no estrictas e = t, es decir, c�omo serealiza la uni�caci�on./**********unifica(E; T ): Realiza la uni�caci�on de la expresi�on E y el t�ermino lineal T .*********/unifica(E; T ) : �var(T ); !; T = E:unifica(E; T ) : �fnc(E;H); unifica fnc(H; T ):La primera cl�ausula expresa el paso de par�ametros sin compartici�on, es decir la regla =5en la versi�on de restricciones primitivas. En la segunda, puesto que T ha de ser de la formac(t1; : : : ; tn), se solicita una forma normal de cabeza de E./**********unifica fnc(H; T ) : Realiza la uni�caci�on de la forma normal de cabeza H y el t�erminolineal T .*********/unifica fnc(E; T ) : �es var(E); !;pasa a resuelta(E; T ):unifica fnc(E; c(T1; : : : ; Tn)) : �es c ap(E; c(E1; : : : ; En));unifica(E1; T1); : : : ; unifica(En; Tn):



6 IMPLEMENTACI �ON 115La primera cl�ausula se hace cargo de las reglas =3 y =4 de ;cs. Establece que parauni�car una variable X con un t�ermino t, simplemente la pasamos a forma resuelta, comoya fue descrito para el caso de ==-ecuaciones. Recordemos en este punto que el tratamientoque damos a las ecuaciones estrictas y no estrictas, una vez que est�an resueltas, es el mismo.En cuanto a la segunda, expresa la descomposici�on de =1.S�olo resta, para completar nuestra especi�caci�on, indicar en qu�e consiste el procedimientofnc para obtener una 27 forma normal de cabeza./**********fnc(E;H) : Devuelve en H una forma normal de cabeza de E.*********/fnc(E;H) : �es var(E); !;H = E:fnc(E;H) : �es c ap(E; c(E1; : : : ; En)); !; H = c(E1; : : : ; En):fnc(E;H) : �es f ap(E; f(E1; : : : ; En)); !;#f(E1; : : : ; En; H):El s��mbolo = de la segunda cl�ausula es la uni�caci�on de Prolog. El predicado #f queaparece en la tercera cl�ausula corresponde a un s��mbolo de funci�on no primitiva f 2 �n (unpredicado para cada s��mbolo, por supuesto), y va a servir para expresar el estrechamientorealizado mediante las reglas del SFL 6=-programa de que disponga f . N�otese que la aridadde #f es n + 1 si f tiene aridad n. El argumento adicional, colocado convencionalmente en�ultimo lugar, sirve para recoger el resultado del estrechamiento./**********#f(E1; : : : ; En; H): Reduce f(E1; : : : ; En) a forma normal de cabeza, y devuelve el resultadoen H .*********/% Para cada SFL 6=-regla f(t1; : : : ; tn) = e( cond#f(E1; : : : ; En; H) : �unifica(E1; t1); : : : ; unifica(En; tn);resuelve(cond);fnc(e;H):La alternativa entre las distintas reglas para una misma f es indeterminista (don't know').En esta cl�ausula debe entenderse que la uni�caci�on tiene prioridad (debe resolverse antes)sobre la resoluci�on de la restricci�on cond.Como se puede ver, esta cl�ausula coincide pr�acticamente con lo que hemos denominadola �=-traducci�on de la SFL 6=-regla de partida. La mayor diferencia estriba en el literalfnc(e;H), que es el responsable de que se realicen posiblemente m�as pasos de estrechamiento,si es que e es a su vez de la forma g(: : :).Veamos c�omo quedar��an en alg�un ejemplo concreto las cl�ausulas para los predicados #f .27Decimos `una' porque, si hace falta estrechamiento para ello, distintas derivaciones nos pueden conducira distintas formas normales de cabeza (para valores distintos de las variables, por supuesto).



6 IMPLEMENTACI �ON 116Ejemplo 6.1Si consideramos el SFL6=-programa del ejemplo 4.10, las cl�ausulas para los predicados #elemy #card quedar��an as��#elem(X;L;H) : �unifica(L; [ ]); fnc(false;H):#elem(X;L;H) : �unifica(L; [Y j Y s]); resuelve(X == Y ); fnc(true;H).#elem(X;L;H) : �unifica(L; [Y j Y s]); resuelve(X === Y ); fnc(elem(X; Ys); H).#card(L;H) : �unifica(L; [ ]); fnc(0; H):#card(L;H) : �unifica(L; [X j Xs]); resuelve(elem(X;Xs) == true); fnc(card(Xs);H).#card(L;H) : �unifica(L; [X j Xs]); resuelve(elem(X;Xs) == false); fnc(s(card(Xs));H)A la vista de estas cl�ausulas resulta obvia la conveniencia y facilidad de algunas optmiza-ciones que provienen de la posibilidad de evaluar parcialmente algunos de los predicados. Porejemplo� resuelve puede ser eliminado por completo, desdobl�andolo en las llamadas a iguales ydistintos en que consistir��a su ejecuci�on. Si esto se hace tambi�en con el objetivo inicial,resuelve puede ser eliminado por completo.� La llamada a fnc de la traducci�on de una SFL 6=-regla tambi�en puede evaluarse parcial-mente, resultando as�� eliminada de acuerdo a los casos, seg�un la forma del lado derechor de la regla en cuesti�on.{ Si r es de la forma c(e1; : : : ; en), se elimina fnc(r;H) y se reemplaza H por r enla cabeza de la cl�ausula para #f .{ Si r es de la forma g(e1; : : : ; em), se reemplaza fnc(r;H) por #g(e1; : : : ; en; H).Con estos cambios, las reglas de nuestro ejemplo quedar��an#elem(X;L; false) : �unifica(L; [ ]):#elem(X;L; true) : �unifica(L; [Y j Y s]); iguales(X;Y ).#elem(X;L;H) : �unifica(L; [Y j Y s]); distintos(X; Y );#elem(X; Y s;H).



6 IMPLEMENTACI �ON 117#card(L; 0) : �unifica(L; [ ]):#card(L;H) : �unifica(L; [X j Xs]); iguales(elem(X;Xs); true);#card(Xs;H).#card(L; s(card(Xs))) : �unifica(L; [X j Xs]); iguales(elem(X;Xs); false):36.2 Representaci�on de expresiones y restriccionesEl punto m�as importante es el de la representaci�on de las variables, que debe ser adecuadapara poder implementar los predicados pendientes de especi�car de la secci�on anterior, entrelos que destacamos como m�as importantes� sustituye(X; T ): realiza el v��nculo X=T , con efecto global similar al de X = T deProlog.� inserta restricciones(T;X): a~nade la restricci�on X === T a X .Las variables libres de restricciones no ofrecen mayor problema, pues pueden ser re-presentadas por variables Prolog. En cuanto a una variable X con restricci�on asociadaX === t1; : : : ; X === tn, es natural utilizar una representaci�on como t�ermino Prolog com-puesto de la forma neq(RX;C), donde RX es una variable Prolog sobre la que realizaremosposibles futuras instanciaciones de X , y C recolecta las restricciones, p. ej., en forma delista Prolog [t1; : : : ; tn]. Veamos en un peque~no ejemplo a qu�e consecuencias nos lleva estarepresentaci�on.Ejemplo 6.2El t�ermino Prolog neq(RX; [0; s(Y )]) representar��a a una variable X con restricciones asocia-das X === 0; X === s(Y ), donde Y ser��a una variable libre de restricciones. Si m�as adelantedebemos uni�car X con s(0), es decir, tenemos una llamada aunifica(neq(RX; [0; s(Y )]); s(0))nos encontramos con (saltando llamadas intermedias)sustituye(neq(RX; [0; s(Y )]); s(0)); %X=s(0)resuelve(neq(RX; [0; s(Y )]) === 0); %s(0) === 0resuelve(neq(RX; [0; s(Y )]) === s(Y )) %s(0) === s(Y )



6 IMPLEMENTACI �ON 118La ligadura (sustituye(::)) la establecemos mediante uni�caci�on Prolog RX = s(0), conlo que las desigualdades pendientes por resolver sonresuelve(neq(s(0); [0; s(Y )]) === 0); %s(0) === 0resuelve(neq(s(0); [0; s(Y )]) === s(Y )) %s(0) === s(Y )N�otese que el t�ermino Prolog neq(s(0); [0; s(Y )]) representa ahora a s(0). Por tanto, enocasiones va a ser necesario desreferenciar t�erminos Prolog de la forma neq( ; ) para llegar alt�ermino representado. N�otese tambi�en que el efecto de la sustituci�on ha sido global. De lasdos desigualdades pendientes de resolver, la primera debe tener �exito sin ligaduras adicionales,y la segunda debe instanciar Y al t�ermino Prolog neq(RY; [0]).Si m�as adelante nos encontramos con Y === s(0), debemos a~nadir esta restricci�on a lasque ya tiene Y . En t�erminos de nuestra especi�caci�on, se llamar�a ainserta restriccion(s(0); neq(RY; [0]))Su efecto debe ser instanciar (la representaci�on de) Y para incorporar la nueva restricci�on, yel �unico "hueco" del que disponemos es la variable RY , que podr��a por ejemplo instanciarsea neq(RY1; [s(0); 0]), con lo que Y ser��a ahora neq(neq(RY1; [s(0); 0]; [0]), y de nuevo ser��anecesaria una desreferenciaci�on para llegar a su aut�entico valor. Sin profundizar ahora en ladiscusi�on, indiquemos que no nos parece �esta la soluci�on m�as oportuna. En su lugar, paraa~nadir un nuevo t�ermino como restricci�on a neq(R;C) preferimos modi�car C, lo cual sugiereutilizar una lista incompleta para C.En nuestro ejemplo, la X original ser��a neq(RX; [0; s(Y )jLX ]), el primer estado para Yser��a neq(RY; [0jLY ]), y el segundo neq(RY; [0; s(0)jLY1]).3 Vamos ya a especi�car con precisi�on los predicados pendientes de de�nir, conforme aestas ideas acerca de la representaci�on de variables. La especi�caci�on se convierte ya en unaimplementaci�on Prolog.es var(X) : �var(X); !:es var(neq(R;C)) : �es var(R):restricciones(X;L) : �var(X); !:restricciones(neq(R;C); C) : �var(R); !:restricciones(neq(R; ); C) : �restricciones(R;C):es vacia(L) : �var(L):sustituye(X; T ) : �var(X); !;X = T:sustituye(neq(R;C); T ) : �liga(R; T ):



6 IMPLEMENTACI �ON 119inserta restriccion(T;X) : �var(X); !;X = neq(RX; [T jL]):inserta restriccion(T; neq(R;C)) : �var(R); !; inserta(T;C):inserta restriccion(T; neq(R; )) : �inserta restriccion(T;R):inserta(T; L) : �var(L); !; L= [T jL1]:inserta(T; [CjCs]) : �inserta(T; Cs):inserta(T; C) podr��a programarse para controlar que T no aparezca ya en C, pero noest�a clara su conveniencia, pues ser��a una operaci�on costosa.misma var(X; Y ) : �nombre var(X;NX); nombre var(Y;NY ); NX == NY:nombre var(X;NX) : �var(X); !;NX = X:nombre var(neq(X;C);NX) : �nombre var(X;NX):compatibles vars(X; Y ) : �restricciones(Y; C); not var miembro(X;C):var miembro(X;C) : �var(C); !; fail: % C es vac��avar miembro(X; [T jTs]) : �es var(T ); misma var(X; T ); !:var miembro(X; [ jTs]) : �var miembro(X; Ts):inserta restricciones(C; Y ) : �es vacia(C); !:inserta restricciones(C; Y ) : �var(Y ); !; Y = neq(Y 1; C):inserta restricciones(C; Y ) : �restricciones(Y; CY ); inserta l(C;CY ):inserta l(C;L) : �var(L); !; L= C:inserta l(C; [T jTs]) : �inserta l(C; Ts):selecciona(S; L;Rest) : �var(L); !; fail:selecciona(S; [SjTs]; Ts):La representaci�on de expresiones no variables la hacemos de forma natural. Quedade�nida a trav�es de los predicados es c ap y es f ap.es c ap(E; c(E1; : : : ; En)) : �nonvar(E); !; E = c(E1; : : : ; En).es c ap(neq(R;C); c(E1; : : : ; En)) : �es c ap(R; c(E1; : : : ; En)).es f ap(E; f(E1; : : : ; En)) : �nonvar(E); !; E = f(E1; : : : ; En).



6 IMPLEMENTACI �ON 120No es necesaria una segunda cl�ausula para es f ap, pues s�olo se realizan ligaduras de va-riables restringidas a t�erminos. Al disponer ya de de�niciones expl��citas para es var, es c ap,es f ap, pueden eliminarse estos predicados, por evaluaci�on parcial, a lo largo de la especi�-caci�on. Por poner un ejemplo, las cl�ausulas para fnc quedar��an as��:fnc(E;H) : �var(E); !;H = E:fnc(neq(R;C); H) : �var(R); !; H = neq(R;C):fnc(neq(R;C); H) : �!; fnc(R;H).fnc(c(E1; : : : ; En); H) : �!; H = c(E1; : : : ; En):fnc(f(E1; : : : ; En); H) : �#f(E1; : : : ; En; H):Con esto queda completada la especi�caci�on. Sin embargo el tratamiento de las variablesrestringidas encierra una trampa en principio muy desagradable, como muestra el siguienteejemplo.Ejemplo 6.3De acuerdo con nuestro c�odigo, un objetivo X === Y debe resolverse mediantees var(Y ); !; not misma var(X; Y );inserta restricciones(Y;X);inserta restricciones(X; Y ):que en de�nitiva se convertir�a enX = neq(RX; [Y jLX ]);Y = neq(RY; [X jLY ])que es un problema de uni�caci�on que deber��a fallar por el `occur-check'. Sin embargo, Prologlo resuelve creando ligaduras c��clicas.3 N�otese que la existencia de esas ligaduras c��clicas no afecta a los aspectos fundamentalesde la representaci�on de variables restringidas por t�erminos neq(R;C), que recordemos son:� R es una variable Prolog susceptible de posterior instanciaci�on� C es una lista Prolog incompleta cuyos elementos son representaciones de t�erminos.N�otese tambi�en que la especi�caci�on presentada hasta ahora no necesita absolutamenteninguna modi�caci�on debida a estas ligaduras c��clicas; dicho de otro modo, el c�odigo Prologque constituye la especi�caci�on es seguro frente a este problema.



6 IMPLEMENTACI �ON 121Proponemos pues aprovecharnos de la falta de `occur-check' de Prolog, y aceptar las li-gaduras c��clicas como parte de nuestra representaci�on. De hecho, haciendo abstracci�on deque estamos utilizando Prolog como lenguaje objeto, esas ligaduras expresan referencias cir-culares que aparecen de modo natural en nuestra representaci�on de las variables restringidas.En cierto sentido, podr��amos decir que estamos programando en un subconjunto de PrologII soportado por Prolog.El ejemplo de la desigualdad X === Y puede parecer forzado, pues no es estricta-mente necesario (aunque nos parece conveniente) anotar esa restricci�on tanto para X comopara Y . Hemos elegido este ejemplo por ser el caso m�as sencillo, pero situaciones simi-lares que tambi�en dar��an lugar a ligaduras c��clicas pueden ocurrir, como ser��a en el caso deX === s(Y ); Y === s(X).A continuaci�on vamos a proponer varios re�namientos de la especi�caci�on. Algunos deellos se re�eren a aspectos que hemos dejado pendientes { como es el caso de la `compar-tici�on' frente al `reemplazamiento' {, mientras que otros son optimizaciones para aumentarla e�ciencia de la implementaci�on.6.3 Re�namientos y optimizaciones de la especi�caci�on6.3.1 Igualdad estrictaLa resoluci�on de una ecuaci�on X == e, de acuerdo con nuestra especi�caci�on, puede hacermucho trabajo innecesario (por repetido). Consideremos, por ejemplo, la ecuaci�onX == c(c(Y; f(X)); c(a; c(U;V )))donde c; a son constructoras y f es una funci�on no primitiva. Por la tercera cl�ausula deig var, hay que recorrer toda la c�ascara del lado derecho para veri�car que X no est�a enella, (la aparici�on de X en f(X) no forma parte de la c�ascara), para posteriormente haceruna imitaci�on que consiste en realizar la sustituci�on X=c(U1; U2) (U1; U2 nuevas) y dejarplanteadas las nuevas ecuacionesU1 == c(Y; f(c(U1; U2))); U2 == c(a; c(U; V ))Para U1; U2 deben hacerse ahora sendos recorridos de las correspondientes c�ascaras, clara-mente innecesarios, pues si X no aparec��a en la c�ascara original, tampoco pueden hacerlo lasvariables nuevas U1; U2 (n�otese sin embargo que aparecen, porque as�� le ocurr��a a X , dentrode una subexpresi�on no primitiva).Esto puede mejorarse obviamente, aprovechando el recorrido del lado derecho (que debehacerse para el `occur check') para construir un esqueleto del mismo, que ser��a como la c�ascara,pero poniendo variables nuevas (en lugar de ?) donde encontremos una subexpresi�on noprimitiva. Ese esqueleto servir��a para hacer una imitaci�on `m�as profunda'. Esta explicaci�onno es m�as que una nueva justi�caci�on de la utilidad de la ;cs- regla ==4 (ver secci�on 5.4).El esqueleto descrito de una expresi�on e no es otra cosa que lo que all�� llamamos sk(e).En nuestro ejemplo, de la ecuaci�on original pasar��amos, en una sola imitaci�on, a generarla sustituci�on X=c(c(Y; U1); c(a; c(U;V ))), y obtendr��amos la nueva ecuaci�on pendiente deresolver U1 == f(c(c(Y; U1); c(a; c(U;V )))).



6 IMPLEMENTACI �ON 122Proponemos pues la siguiente modi�caci�on para la cl�ausula correspondiente (la tercera)de ig var, y la de�nici�on completa de no aparece=4.ig var(X;E) : � % E es de la forma c(e1; : : : ; en)no aparece(X;E;SkE;Cont);pasa a resuelta(X;SkE);cont ig var(Cont):En el tercer argumento de no aparece se va a construir el esqueleto del lado derecho de laecuaci�on. El �ultimo argumento es una `continuaci�on' en la que se van a recolectar (en formade diferencia de listas) las nuevas ecuaciones pendientes de resolver. De la resoluci�on de �estasse encarga cont ig var.no aparece(X; Y; Y; L=L) : � es var(Y ); !; not misma var(X; Y ):no aparece(X;E; c(Sk1; : : : ; Skn); L0=Ln) : �es c ap(E; c(E1; : : : ; En)); !;no aparece(X;E1; Sk1; L0=L1);: : : ;no aparece(X;En; Skn; Ln�1=Ln):no aparece(X;E; U; [U == EjL]=L): % E debe ser de la forma f(e1; : : : ; en)cont ig var([]=[]) : �!:cont ig var([E1 == E2jL1]=L2) : �iguales(E1; E2);cont ig var(L1=L2):N�otese que este mecanismo sirve tambi�en si el lado derecho es un t�ermino primitivot. En este caso, supuesto que X no aparezca en t, no aparece(X; t; Sk;L=L) tendr�a �exitodevolviendo en Sk el propio t y dejando vac��a la lista de continuaci�on. Es decir, estamosimplementando realmente una mezcla de ==4 y ==3 (excepto el caso en que el lado derechosea otra variable, que est�a tratado aparte).Digamos, para terminar, que hay otra optimizaci�on natural de la igualdad, cuya ideab�asica es bastante obvia. Si, por ejemplo, debemos resolver la ecuaci�on s(Y ) == f(X), todasaquellas reducciones de f(X) que conduzcan a una forma normal de cabeza que no comiencepor la constructora s van a ser in�utiles. La especi�caci�on actual permite esa situaci�on, puesla evaluaci�on a forma normal de cabeza de ambos miembros se hace de forma totalmenteindependiente. Podemos mejorar el rendimiento `orientando' el c�omputo de f(X). Nuestraimplementaci�on real tiene en cuenta esta posibilidad. Desde un enfoque distinto, basadoen un an�alisis est�atico y una transformaci�on de programas, se persigue en [92] un objetivosimilar, pero m�as ambicioso, al intentar capturar el m�aximo posible de `orientaci�on' de laevaluaci�on de las funciones.



6 IMPLEMENTACI �ON 1236.3.2 DesigualdadComo en el caso de la igualdad, la especi�caci�on propuesta para la desigualdad puede suponermucho trabajo innecesario. Consideremos, por ejemplo, una desigualdad X === c(t; f(Y )),siendo t un t�ermino muy grande. Despu�es de recorrer toda la expresi�on para descubrir queno es un t�ermino, una primera soluci�on para la desigualdad (regla ===5) proponeunifica(X; d( ; : : : ; ))que no ofrece problemas. Pero la segunda alternativa realizar�aunifica(X; c(U1; U2))y despu�es distintos(c(U1; U2); c(t; f(Y ))una de cuyas alternativas ser�a distintos(U1; t)para la que hay que controlar de nuevo si t es o no un t�ermino.Aparte de esto, ya fue comentado en el apartado 5.6.3 que, al estar interesados s�olo ensoluciones �nitas, se puede resolver directamente con �exito una desigualdad X === e, en casode X aparezca en j e j. Podemos efectuar este `occur check' aprovechando el recorrido quedebe hacerse de e para saber si es un t�ermino.Como consecuencia de la discusi�on anterior, proponemos usar para las desigualdades unavariante de no aparece(X;E) { digamos no aparece1 { que, adem�as de comprobar que Xno ocurra en la c�ascara de E, descubra si E es un t�ermino o no, y construya una r�eplicaabreviada de la estructura de E { digamos sk1(E) { de�nida como sigue:sk1(X) = varsk1(t) = term, si t es un t�ermino no variablesk1(c(e1; : : : ; en)) = fnc(sk1(e1); : : : ; sk1(en)), si alguna ei no es un t�erminosk1(f(e1; : : : ; en)) = redexN�otese que var; term; fnc; redex son nuevas constructoras.Por ejemplo, sk1(c(d(Y; a); d(Y; f(X)))) = fnc(term; fnc(var; redex))y la llamada no aparece1(X; c(d(Y; a); d(Y; f(X))); Sk; Term)tiene �exito conSk = fnc(term; fnc(var; redex))Term = notermEse esqueleto sk1(E) sirve para continuar r�apidamente la resoluci�on de la desigualdad.La nueva especi�caci�on para nig var y no aparece1 ser��a la siguiente:



6 IMPLEMENTACI �ON 124nig var(X;E) : �no aparece1(X;E;SkE;Term); !;atajo nig var(X;E;SkE):nig var(X;E): % X aparece en la c�ascara de Eno aparece1(X; Y; var; Term) : �es var(Y ); !; not misma var(X; Y ):no aparece1(X;E; SkE; Term) : �es c ap(E; c(E1; : : : ; En)); !;no aparece1(X;E1; Sk1; Term);: : : ;no aparece1(X;En; Skn; Term);(Term == noterm; !; SkE = fnc(Sk1; : : : ; Skn);SkE = term):no aparece1(X;E; redex; noterm): % E debe ser de la forma f(e1; : : : ; en)atajo nig var(X; Y; var) : � % Y es con seguridad una variable distinta a Xinserta restricciones(X; Y );inserta restricciones(Y;X):atajo nig var(X; T; term) : �inserta restricciones(T;X):atajo nig var(X; c(T1; : : : ; Tn); fnc(Sk1; : : : ; Skn)) : �unifica(X; d(U1; : : : ; Y m)): atajo nig var(X; c(T1; : : : ; Tn); fnc(Sk1; : : : ; Skn)) : �unifica(X; c(U1; : : : ; Un);(atajo nig var(U1; T1; Sk1);: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :;atajo nig var(Un; Tn; Skn)):atajo nig var(X;E; redex) : �distintos(X;E):6.3.3 Un control m�as equitativo para la uni�caci�onDada una regla f(t1; : : : ; tn) = e ( ', y una llamada f(e1; : : : ; en), contemplamos la uni�-caci�on de los argumentos ei con los patrones ti como un proceso globalunifica([e1; : : : ; en]; [t1; : : : ; tn])en el que primeramente realizamos la parte de uni�caci�on que no requiere estrechamiento,y despu�es la parte que requiere estrechamiento. Estamos autorizados a hacerlo as��, porquenuestros resultados sobre la sem�antica combinada;ncs garantizan completitud para cualquierforma de intercalar los ;cs-pasos con los ;-pasos. Este control tiene mejores propiedadesde terminaci�on, pues permite detectar m�as situaciones de fallo.



6 IMPLEMENTACI �ON 125Un ejemplo obvio ser��a el siguiente: si la funci�on f est�a de�nida por las dos reglasf(0) = s(0) y f(s(X)) = f(X), la resoluci�on del problema de uni�caci�onf(X) = 0; X = 0; X = s(0)no termina si se da prioridad al la ecuaci�on f(X) = 0, pues hay in�nitas reducciones alterna-tivas, de f(X) a s(0), que producen in�nitos intentos, todos fallidos, de resolver f(X) = 0.Sin embargo, si se deja pendiente f(X) = 0 y se empieza por lo `f�acil', que es progresar con;cs mientras se pueda, se falla r�apidamente: al resolver X = 0, se realiza la sustituci�on X=0,con lo que resulta 0 = s(0), y se falla.N�otese que las propiedades de terminaci�on de este control son estrictamente mejores quelas del anterior, es decir: no se producen situaciones de no terminaci�on que no se produjerancon el otro control. Ello es debido a que ;cs= es terminante. N�otese tambi�en que se siguerespetando la condici�on que impusimos para poder aplicar de modo global las sustituciones.Esta condici�on consist��a en dar prioridad al problema de uni�caci�on introducido por unaregla, frente al resto de las condiciones del lado derecho.A continuaci�on especi�camos este nuevo control para la uni�caci�on. Se utiliza un proce-dimiento, deref=2, para efectuar la `desreferenciaci�on' de cada argumento. Su �unico objetoconsiste en hacer algo m�as claro el c�odigo que resulta.deref(X; Y ) : �var(X); !; Y = X:deref(neq(R;C); Y ) : �var(R); !; Y = neq(R;C):deref(neq(R;C); Y ) : �!; deref(R; Y ):deref(X;X):unifica([E1; : : : ; En]; [T1; : : : ; Tn]) : �deref(E1; DE1); unifica(DE1; T1; Q1=Q2);deref(E2; DE2); unifica(DE2; T2; Q2=Q3);::::::::::::::::::;deref(En; DEn); unifica(DEn; Tn; Qn=R);cont unifica(Q1=R):El procedimiento auxiliar uni�ca/3 se encarga de realizar aquella parte de la uni�caci�onque no requiere estrechamiento, recolectando adem�as el trabajo que se ha dejado pendiente.Las listas (en forma de diferencia de listas) Qi=Qj tienen como elementos parejas (e; t), dondee es de la forma g(e1; : : : ; em) y t es un t�ermino lineal no variable. Estas parejas indican losproblemas de uni�caci�on que se han dejado pendientes, y que se resuelven al �nal estrechandolas expresiones e (de esto �ultimo se encarga el procedimiento cont uni�ca/1).unifica(E; T;Q=Q) : �(var(T ); var(E)); !; T = E:unifica(neq(R;C); T;Q=Q) : �!; R = T; propaga(T;C):unifica(c(E1; : : : ; En); T; Q0=Qn) : �!; T = c(T1; : : : ; Tn);deref(E1; DE1); unifica(DE1; T1; Q0=Q1);: : : : : : : : : : : : : : : : : : :;deref(En; DEn); unifica(DEn; Tn; Qn�1=Qn):



6 IMPLEMENTACI �ON 126unifica(E; T; [(E;T )jQ]=Q):cont unifica([]=[]):cont unifica([(E; c(T1; : : : ; Tn)jQ]=R) : �fnc(E; c(U1; : : : ; Un));unifica([U1; : : : ; Un]; [T1; ; ; :Tn]);cont unifica(Q=R):cont unifica(QDif) resuelve por completo cada problema (e; t) que est�e enQDif antes depasar al siguiente. Puede hacerse m�as equitativo, pasando los problemas pendientes generadospor la uni�caci�on de e y t a la cola QDif , como reeja la siguiente de�nici�on (alternativa ala anterior) de cont uni�ca/1.cont unifica([]=[]):cont unifica([(E; c(T1; : : : ; Tn)jQ]=R) : �fnc(E; c(U1; : : : ; Un));unifica(c(U1; : : : ; Un); c(T1; : : : ; Tn); R=S);cont unifica(Q=S):Ideas similares pueden usarse para la resoluci�on de una secuencia de igualdades y desi-gualdades, contemplada como un proceso global.Estas reglas de uni�caci�on sirven para problemas de uni�caci�on entre expresiones cua-lesquiera y t�erminos, siempre que no sea preciso el `occur-check'. En particular, sirven parael caso en que los t�erminos sean lineales, que es nuestro caso, pero no es la �unica situaci�on.6.3.4 Compartici�onPor simplicidad, hemos considerado hasta ahora en nuestra especi�caci�on que el paso depar�ametros al efectuar estrechamiento mediante una regla del programa se ha efectuado concopia en lugar de compartici�on. Esta cuesti�on fue discutida en el apartado 5.6.1. Tantopor motivos pr�acticos (evitar la evaluaci�on, por separado, de cada una de las copias deuna expresi�on no primitiva) como te�oricos (hemos probado la completitud de ;ncs para elsistema ;cs que realiza compartici�on), debemos reemplazar la `copia' por la `compartici�on'.Adoptaremos para ello una t�ecnica descrita en [28], y que ha sido utilizada tambi�en en[86, 103].La idea principal es cambiar la representaci�on de las expresiones de la forma f(e1; : : : ; en),considerando en su lugar f(e1; : : : ; en; R; S)donde R y S son variables Prolog, inicialmente sin ligaduras, que pretenden representar unresultado y un estado de evaluaci�on. S quedar�a sin ligar mientras la expresi�on f(e1; : : : ; en)no sea evaluada a forma normal de cabeza, pasando a tomar el valor on cuando lo sea,momento en que R quedar�a instanciada con la forma normal de cabeza calculada 28. Esta28No podemos eliminar S y utilizar el estado (variable/no variable) de R para saber si f(e1; : : : ; en) ya fueevaluada, porque una variable es tambi�en una posible forma normal de cabeza.



6 IMPLEMENTACI �ON 127representaci�on ser�a �util si todas las copias de f(e1; : : : ; en) que se hayan creado tienen esamisma representaci�on, con las mismas variables R; S, pues entonces la evaluaci�on de unacualquiera de las copias se transmite, a trav�es de R; S, al resto.Al t�ermino Prolog f(e1; : : : ; en; R; S) le denominamos suspensi�on o forma suspendida def(e1; : : : ; en). M�as en general, toda SFL 6=-expresi�on debe ser representada mediante suforma suspendida, que es el resultado de reemplazar cada subexpresi�on f(e1; : : : ; en) porsu suspensi�on. Con m�as precisi�on, de�nimos inductivamente la forma suspendida de unaSFL 6=-expresi�on como� fs(X) := X , si X 2 Var� fs(c(e1; : : : ; em)) := c(fs(e1); : : : ; fs(em)), si c 2 CSm� fs(f(e1; : : : ; en)) := f(fs(e1); : : : ; fs(en); R; S), donde R, S son nuevas variables Prolog,si f 2 �nLa forma suspendida de una condici�on esfs(l1 == r1; : : : ; l01 === r01; : : :) := fs(l1) == fs(r1); : : : ; fs(l01) === fs(r01); : : :La introducci�on de las formas suspendidas requiere algunos cambios en la especi�caci�on.El m�as relevante (el �unico, de hecho) afecta a las cl�ausulas para fnc(E;H), que es el pro-cedimiento encargado de obtener para una expresi�on E una forma normal de cabeza H .Hay que tener ahora la precauci�on de comprobar, en caso de que E sea una suspensi�onf(e1; : : : ; en; R; S), si ya ha sido evaluada o no, comprobando para ello el estado de S. Lascl�ausulas para fnc quedan as��:fnc(E;H) : �var(E); !;H = E:fnc(neq(R;C); H) : �var(R); !; H = neq(R;C):fnc(neq(R;C); H) : �!; fnc(R;H).fnc(c(E1; : : : ; En); H) : �!; H = c(E1; : : : ; En):fnc(f(E1; : : : ; En; R; S); H) : �S == on; !; fnc(R;H):fnc(f(E1; : : : ; En; R; S); H) : �#f(E1; : : : ; En; H); R = H;S = on:Para el resto de la especi�caci�on simplemente hay que tener en cuenta, de forma bastanteobvia, esta nueva representaci�on.Debe tenerse en cuenta que la nueva representaci�on afecta tambi�en a las reglas para lospredicados #f , as�� como a los objetivos. Veamos un ejemplo.Ejemplo 6.4Si consideramos el SFL 6=-programa del ejemplo 6.1, las cl�ausulas para los predicados #elemy #card quedar��an as��:



6 IMPLEMENTACI �ON 128#elem(X;L; false) : �unifica(L; [ ]):#elem(X;L; true) : �unifica(L; [Y j Y s]); iguales(X;Y ).#elem(X;L;H) : �unifica(L; [Y j Y s]); distintos(X; Y );#elem(X; Y s;H).#card(L; 0) : �unifica(L; [ ]):#card(L;H) : �unifica(L; [X j Xs]); iguales(elem(X;Xs;R; S); true);#card(Xs;H).#card(L; s(card(Xs;R;S))) : �unifica(L; [X j Xs]); iguales(elem(X;Xs;R0; S 0); false):36.4 Otras cuestiones de implementaci�onUna implementaci�on de SFL 6=, siguiendo las ideas expuestas hasta ahora (ver tambi�en [8]),ha sido realizada por miembros del equipo de trabajo sobre Programaci�on Declarativa queexiste en el Departamento de Inform�atica y Autom�atica de la Universidad Complutense deMadrid . Se ha integrado la resoluci�on de desigualdades en un entorno previamente existente,BabLog [7, 6], que ya soportaba programaci�on funcional y l�ogica de orden superior. El nuevoentorno resultante se ha denominado FLPD 29. FLPD est�a realizado en su totalidad enBIMprolog (v 3.0), y puede ejecutarse en estaciones SUNsparc bajo SUNOS 4.0 o superior.FLPD ha heredado de sus antepasados muchas caracter��sticas a~nadidas a lo que tienede espec���co { la combinaci�on de desigualdades con el estrechamiento perezoso { que hacende �el un entorno potente y vers�atil para realizar programaci�on declarativa. Describimos acontinuaci�on algunos de sus aspectos m�as notables.� El lenguaje (del que SFL 6= es un subconjunto) es fuertemente tipado. El sistema detipos es el habitual [113] en lenguajes funcionales como Miranda. Se encuentra descritoen [7, 6].� La compilaci�on de un programa consiste en su traducci�on a un programa Prolog `equi-valente', siguiendo las l��neas expuestas en esta secci�on (en lo que se re�ere a primerorden).� El lenguaje incluye funciones de orden superior, incluso variables l�ogicas de orden su-perior. En la traducci�on de un programa P se genera un programa P 0 de primer orden,de tal forma que el orden superior se simula a trav�es de una funci�on de aplicaci�on @.29Functional Logic Programming with Disequalities.



6 IMPLEMENTACI �ON 129Las reglas para @ son una adaptaci�on de las presentadas en [60, 61] (v�ease tambi�en loexpuesto en el apartado 2.3.4 de esta tesis). Los c�omputos utilizan el programa tra-ducido de primer orden P 0, pero las respuestas se traducen en sentido inverso, para sermostradas con sintaxis de orden superior. El sistema soporta variables l�ogicas de ordensuperior, pero las desigualdades deben afectar s�olo a expresiones de primer orden.� A diferencia de la que hemos utilizado en este trabajo, y debido a las capacidades deorden superior del sistema, la sintaxis del lenguaje es `de orden superior', con funcionescurri�cadas. Por este motivo, no se ha podido usar el lector de t�erminos propio deProlog para la lectura de los programas. Se dispone de un compilador para el lenguaje,que se encarga por completo de todas las fases de la lectura y an�alisis de los programas,realizando en particular detecci�on y noti�caci�on detallada de los errores detectados.Una descripci�on de la sintaxis puede encontrarse en [57] (donde se describe un entornoprevio para una versi�on no perezosa de Babel de orden superior [91]). Una presentaci�ondel dise~no del compilador puede encontrarse en [104, 106].� La traducci�on a Prolog de un programa puede hacerse de acuerdo a varios modos decompilaci�on, seg�un el r�egimen de control que se desee obtener para el estrechamientoperezoso. Las traducciones obtenidas son optimizaciones de las expuestas en [103, 8].Los tres modos posibles corresponden a{ R�egimen guiado por la demanda, basado en unos �arboles de�nitorios que se cons-truyen de acuerdo a un an�alisis global de todas las reglas de un programa quecorresponden a una misma funci�on (en particular, un an�alisis de los patrones delas cabezas de las reglas).{ R�egimen ingenuo, en el que la traducci�on de cada regla es independiente de la delas dem�as. Es el que hemos presentado en este trabajo.{ R�egimen mixto, en que el usuario puede decidir, para cada funci�on, cu�al de los dosanteriores quiere usar.� El entorno FLPD proporciona algunas utilidades de car�acter general (listados, ayudas,estad��sticas, ...) controladas por un int�erprete de comandos [7]. En la actualidad seest�a desarrollando un sistema de depuraci�on [6], basado en el modelo de `cajas' [24]habitual en los sistemas de traza de Prolog.



7 CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO 1307 Conclusiones y trabajo futuroHemos desarrollado el esquema CFLP (X) que sirve de marco para la integraci�on de tresparadigmas importantes de programaci�on declarativa: programaci�on funcional, programaci�onl�ogica y programaci�on con restricciones. El sentido gen�erico que hemos dado, a la hora deconcebir el esquema, al uso de restricciones en programaci�on ha sido el de `computaci�on sobreun estructura dada'. La clase de estructuras a considerar ha estado determinada desde unprincipio por la naturaleza perezosa que se ha pretendido dotar a la componente funcionalde la amalgama. La noci�on de `estructura continua' que hemos adoptado, con dominiosde Scott como soporte y operaciones primitivas continuas, parece adecuada para modelizarlenguajes con la capacidad de realizar c�omputos que involucren objetos in�nitos de�nidoscomo l��mites de aproximaciones �nitas. Tal elecci�on se ve avalada por la generalidad de losresultados obtenidos y la relativa simplicidad con que han sido probados. Tambi�en parecenatural y su�cientemente general la idea de programa como conjunto de reglas condicionalespara la de�nici�on de nuevas funciones y predicados. La generalidad del esquema as�� de�nidoresulta ser grande. En particular, dentro de �el pueden ser expresados los paradigmas quepretende extender. Es m�as: proporciona, sin esfuerzo adicional, una extensi�on funcional atodo lenguaje caracterizado como instancia del esquema, aun cuando inicialmente s�olo tuvieracar�acter l�ogico; as�� sucede, por ejemplo, en el caso de Prolog (puro) o de las instancias deCLP (X).Se ha desarrollado una sem�antica declarativa que parte de la lectura de las reglas de unprograma como `inecuaciones condicionales'. Se ha dotado a los programas de una sem�anticade modelo m��nimo, cuya existencia se ha probado, as�� como su caracterizaci�on como m��nimopunto �jo de un operador `de consecuencias inmediatas' asociado. Estos resultados se hanprobado bajo hip�otesis lo menos restrictivas posibles (consistencia de un programa), gene-ralizando y mejorando as�� resultados previos para lenguajes con una sem�antica declarativasimilar.Se ha propuesto un mecanismo de c�omputo { estrechamiento por restricciones { quede�ne una sem�antica operacional probada como correcta y completa (para programas noambiguos en un sentido muy liberal) con relaci�on a la sem�antica declarativa. Para probarla completitud, se ha dado una caracterizaci�on sem�antica de lo que debe entenderse por`c�omputos perezosos'. Posteriormente, en el �animo de obtener una sem�antica operacional m�aspr�actica, se han proporcionado condiciones muy generales que debe cumplir un sistema deresoluci�on de restricciones para poder ser combinado con el estrechamiento por restricciones,preservando correcci�on y completitud para la sem�antica operacional combinada.Contemplando, ahora desde otro punto de vista, los resultados obtenidos, pensamos quese ha cumplido nuestro objetivo inicial de de�nir el esquema CFLP (X) como una extensi�onconceptual `suave' de la programaci�on l�ogico funcional perezosa. El abordar los problemasdesde un punto de vista m�as abstracto { en particular el estar liberados de los tecnicismos queapareja la uni�caci�on { nos ha permitido en ocasiones distinguir lo importante de lo accesorio,y nos ha conducido a resultados que, a pesar de ser m�as generales, han sido probados de formam�as sencilla.En una segunda parte del trabajo, hemos propuesto un lenguaje { SFL 6= {, que aumentala expresividad de un lenguaje l�ogico funcional perezoso mediante el uso de desigualdades,



7 CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO 131tanto en programas como en respuestas. El lenguaje ha sido caracterizado como una instanciadel esquema CFLP (X), heredando as�� todas sus propiedades. En el transcurso de estacaracterizaci�on ha sido necesario clari�car el signi�cado de la uni�caci�on como operaci�oncontinua, o, equivalentemente, el uso continuo que se puede hacer de la igualdad (no continua)=. Hemos propuesto un sistema de resoluci�on de restricciones SFL 6= que, en combinaci�oncon el estrechamiento por restricciones, constituye un mecanismo de c�omputo correcto ycompleto. A los resultados heredados del esquema, hemos podido a~nadir un resultado m�aspotente de completitud. La implementaci�on del lenguaje se ha planteado como un proceso decompilaci�on de SFL 6=-programas a Prolog. El proceso de traducci�on se ha descrito a partirde una especi�caci�on (parcialmente) independiente de la representaci�on de las expresiones yrestricciones. Una cuidadosa elecci�on de �esta convierte a la especi�caci�on en un programaProlog ejecutable. La claridad y simplicidad de la implementaci�on obtenida, la posibilidadde aprovechar la gran e�ciencia de los sistemas Prolog existentes, y la mayor facilidad paraincorporar nuevas mejoras, justi�can en nuestra opini�on la validez de tal enfoque.El trabajo desarrollado deja a�un mucho espacio para futuras investigaciones, aparte de lascuestiones t�ecnicas { m�as o menos dif��ciles, pero muy localizadas { que hemos ido se~nalandodurante la exposici�on. Seguidamente indicamos las posibles l��neas de continuaci�on del trabajoque nos parecen m�as interesantes. De algunas de ellas �eramos conscientes al iniciar el trabajo,mientras otras han surgido durante el desarrollo del mismo.� Una cuesti�on de apariencia muy t�ecnica, pero en nuestra opini�on de gran inter�es, es ladeterminaci�on de propiedades generales de los sistemas de resoluci�on de restricciones,para garantizar resultados de completitud m�as fuertes que los obtenidos por nosotros enla secci�on 4.4. Un an�alisis cr��tico de lo que ocurre en el caso particular de SFL6=, parael que hemos obtenido tal tipo de resultados, puede contribuir a aclarar la cuesti�on.� En relaci�on con lo anterior, la falta de resultados de completitud para soluciones nob�asicas parece achacable a la existencia de una estructura �ja a la que se re�erentodas la cuestiones sem�anticas. Tiene sentido intentar paliar el problema asumiendo laexistencia de una teor��a existencialmente completa (satisfaction complete) asociada a laestructura de las restricciones. Esa visi�on ha sido fruct��fera [78, 79, 109] en el caso de laprogramaci�on l�ogica con restricciones, y probablemente lo ser��a tambi�en en el nuestro.De modo alternativo { o mejor, complementario { podr��a reemplazarse la consideraci�onde una estructura pre�jada, por la de una clase (categor��a) de estructuras. Las dos l��neasapuntadas aqu�� contribuir��an no s�olo a obtener mejores resultados de completitud, sinoa dotar al esquema de sem�anticas l�ogica y algebraica, a a~nadir a la de modelo m��nimoy m��nimo punto �jo ya desarrollada.� Introducci�on de orden superior en el esquema. Podr��a intentarse una `tenaza' similara la de otros trabajos [64, 61] ya realizados para el caso de la programaci�on l�ogicofuncional de orden superior, y que consistir��a en:{ Dotar a un CFLP -lenguaje de orden superior de sem�anticas declarativa y opera-cional de orden superior.



7 CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO 132{ Considerar una `traducci�on' a primer orden (nuestro CFLP (X)), de la que seheredar��an las sem�anticas declarativa y operacional.{ Establecer la relaci�on (deseablemente, equivalencia) entre ambas.� Aumentar la expresividad de SFL 6= mediante la posibilidad de alg�un tipo (posiblementerestringido) de cuanti�caci�on universal. El uso simult�aneo de cuanti�caci�on universal ydesigualdad nos introducir��a en una problem�atica similar a la de la negaci�on constructiva[27, 145], que podr��a incluso ser abordada desde el marco m�as general del esquemaCFLP (X).� Estudiar otras instancias interesantes del esquema. En particular, los lenguajes quemanejan restricciones conjuntistas [49, 22] despiertan gran inter�es en la actualidad. Laposibilidad de considerar incluso conjuntos in�nitos, dada la naturaleza perezosa denuestro esquema, resulta ciertamente sugerente. Para las implementaciones, podr��amosseguir el enfoque de traducci�on a Prolog seguido en [103] y en esta misma memoria, oemprender el dise~no de m�aquinas abstractas al estilo de [93, 94].



8 TRABAJOS PUBLICADOS 1338 Trabajos publicadosLos n�umeros que se indican se re�eren a la Bibliograf��a general.[8] P. Arenas S�anchez, A. Gil Luezas, F.J. L�opez Fraguas: Combining Lazy Narrowing withDisequality Constraints, Procs. Int. Symp. on Programming Language Implementationand Logic Programming (PLILP'94), Springer LNCS 844, 1994, 385-399. Extendedversion as Tech. Report DIA 94/2, 1994.[16] E. B�orger, F.J. L�opez Fraguas, M. Rodr��guez Artalejo: Towards a Mathematical Spec-i�cation of Narrowing Machines, Tech. Rep. DIA 94/5, 1994.[17] E. B�orger, F.J. L�opez Fraguas, M. Rodr��guez Artalejo: A model for mathematical anal-ysis of functional logic languages and their implementations, Procs. IFIP'94, VolumeI, IFIP Transactions A-51,North-Holland, 1994, 410-415.[57] A. Gil Luezas, T. Hortal�a Gonz�alez, F.J. L�opez Fraguas: Babel, Manual de Utilizaci�on,Tech. Report DIA 92/15, 1992.[92] H. Kuchen, F.J. L�opez Fraguas: Result Directed Computing in a Functional Logic Lan-guage, Procs. Second Int. Workshop on Functional/Logic Programming (A. M�uck ed.),Munchen, 1993, 14-34. Also as Tech. Report 92-21, RWTH Aachen, 1992.[93] H. Kuchen, F.J. L�opez Fraguas, J.J. Moreno Navarro, M. Rodr��guez Artalejo: Imple-menting a Lazy Functional Logic Language with Disequality Constraints, Procs. JointInt. Conf and Symp. on Logic Programming, MIT Press, 1992, 207-221.[94] H. Kuchen, F.J. L�opez Fraguas, J.J. Moreno Navarro, M. Rodr��guez Artalejo: Imple-menting Disequality in a Lazy Functional Logic Language , Tech. Report 92-20, RWTHAachen, 1992.[103] R. Loogen, F. J. L�opez Fraguas, M. Rodr��guez Artalejo: A Demand Driven Computa-tion Strategy for Lazy Narrowing, Int. Symp. on Programming Language Implementa-tion and Logic Programming (PLILP'93), Springer LNCS, 1993, 184-200.[104] F.J. L�opez Fraguas: Dise~no de un Compilador de Babel en Prolog, Trabajo de Investi-gaci�on de Tercer ciclo, DIA-UCM, 1990.[105] F.J. L�opez Fraguas: A General Scheme for Constraint Functional Logic Programming,Procs. Int. Conf. on Algebraic and Logic Programming (ALP'92), Springer LNCS 632,1992, 213-217.[106] F.J. L�opez Fraguas, R.M. Pinero Fern�andez: Building a Babel Compiler with LogicProgramming Techniques, Workshop on the Integration of Functional and Logic Pro-gramming, Granada, Spain, 1990.[107] F.J. L�opez Fraguas, M. Rodr��guez Artalejo: An Approach to Constraint FunctionalLogic Programming, Tech. Rep. DIA 91/4, 1991.



9 BIBLIOGRAF�IA 1349 Bibliograf��aReferencias[1] H. A�it-Kaci: Warren's Abstract Machine: a rationale reconstruction, MIT Press, 1991.[2] H. A�it-Kaci, R. Nasr: Integrating Logic and Functional Programming, Lisp and Sym-bolic Computation, 2,1989,51-89.[3] M. Alpuente Fresnedo: El lenguaje CLP (H=E): Una Aproximaci�on Basada en Restric-ciones a la Integraci�on de la Programaci�on L�ogica y Ecuacional, Tesis doctoral, UPV,Valencia, 1991.[4] H. Andreka, I. Nemeti: The generalized completeness of Horn predicate logic as a pro-gramming language, Acta Cybernetica 4, 1978, 3-10.[5] K. R. Apt: Logic Programming, in van Leeuwen (ed.) Handbook of Theoretical Com-puter Science, Vol. B, Elsevier Science Pub. 1990, 495-574.[6] P. Arenas S�anchez: Un modelo de depuraci�on para el estrechamiento perezoso, Trabajode Investigaci�on de Tercer Ciclo, DIA UCM, 1994.[7] P. Arenas S�anchez, A. Gil Luezas: BabLog, Manual de Utilizaci�on, Tech. Report (inpreparation).[8] P. Arenas S�anchez, A. Gil Luezas, F.J. L�opez Fraguas: Combining Lazy Narrowing withDisequality Constraints, Procs. Int. Symp. on Programming Language Implementationand Logic Programming (PLILP'94), Springer LNCS 844, 1994, 385-399. Extendedversion as Tech. Report DIA 94/2, 1994.[9] Barendregt: �-calculus and Functional Programming, in van Leeuwen (ed.) Handbookof Theoretical Computer Science, Vol. B, Elsevier Science Pub, 1990, 321-363.[10] M. Bellia, G. Levi: The Relation between Logic and Functional Languages, Journal ofLogic Programming, Vol.3, 1986, 217-236.[11] M. Bellia, P.G. Bosco, G. Levi, C. Moiso, C. Palamidessi: A two-level approach to logicand functional programming, Procs. PARLE'87, Springer LNCS, 1987, 374-393.[12] F. Benhamou, A.Colmerauer (Eds): Constraint Logic Programming: Selected Research,MIT Press 1993.[13] J.A. Bergstra, J.W. Klop: Conditional Rewrite Rules: Conuence and Termination,Journal of Computer and System Science, 32, 1986, 323-362.[14] D. Bert, R. Echahed: Design and implementation of a generic, logic and functional pro-gramming language, Procs. First European Symp. on Programming ESOP'86, SpringerLNCS 213, 1986, 119-132.



REFERENCIAS 135[15] D. Bert, R. Echahed: Integrating Disequations in the Algebraic and Logic ProgrammingLanguage LPG, ICLP'94 Workshop on Integration of Declarative Paradigms, 1994, 76-93.[16] E. B�orger, F.J. L�opez Fraguas, M. Rodr��guez Artalejo: Towards a Mathematical Spec-i�cation of Narrowing Machines, Tech. Rep. DIA 94/5, 1994.[17] E. B�orger, F.J. L�opez Fraguas, M. Rodr��guez Artalejo: A model for mathematical anal-ysis of functional logic languages and their implementations, Procs. IFIP'94, Volume I,IFIP Transactions A-51,North-Holland, 1994, 410-415.[18] A. Borning: The Programming Languages Aspects of ThingLab, a Constraint-OrientedSimulation Laboratory, ACM Transactions on Programming Languages and Systems,3(4), 1981, 252-387.[19] P.G. Bosco, C. Cecchi, C. Moiso: An extension of WAM for K-LEAF, 6th Int. Confer-ence on Logic Programming, Lisboa, MIT Press, 1989, 318-333.[20] P.G. Bosco, E. Giovannetti: IDEAL: An Ideal Deductive Applicativa Language, Proc.IEEE Inter. Symposium on Logic Programming, Salt Lake City, 1986,89-94.[21] A. Boudet: Combining Uni�cation Algorithms, J. of Symbolic Computation, 16, 1993,597-626.[22] P. Bruscoli, A. Dovier,E. Pontelli, G. Rossi: Compiling Intensional Sets in CLP , Procs.11th. Int. conf. on Logic Programming ICLP'94, MIT Press 1994, 647-661.[23] H-J. B�urckert: A Resolution Principle for Clauses with Constraints, Proc. 10th Con-ference on Automated Deduction CADE'90, Springer LNCS 449, 178-192, 1990.[24] L. Byrd: Understanding the control ow of Prolog programs, Procs. Workshop on LogicProgramming, Debrecen, 1990.[25] M. M. T. Chakravarty, H. C. R. Lock: The Implementation of Lazy Narrowing, Sym-posium on Programming Language Implementation and Logic Programming 1991,Springer LNCS 528, 1991, 123{134.[26] R. Caferra, N. Zabel: A method for simoultaneous search for refutations and models byequational constraint solving,J. of Symbolic Computation, 13(6), 1992,613-642.[27] D. Chan: Constructive Negation based on Completed Database, Proc. 5th InternationalConference on Logic Programming, MIT Press, 1988, 111-125.[28] P.H. Cheong: Compiling lazy narrowing into Prolog, Technical Report 25, LIENS, 1990,to appear in: Journal of New Generation Computing.[29] P.H. Cheong and L. Fribourg: A survey of the implementations of narrowing, in: J. Dar-lington and R. Dietrich (eds.) Declarative Programming. Workshops in Computing,Springer Verlag & BCS, 1992, 177-187.[30] J. Cohen Constraint Logic Programming Languages, Communications of the ACM, 33,52-68, July 1990.



REFERENCIAS 136[31] A. Colmerauer: Prolog and in�nite trees, in: K.L. Clark, S.A. Tarnlund (eds.) LogicProgramming, Academic Press, 1982, 231-251.[32] A. Colmerauer: Equations and inequations on �nite and in�nite trees, Procs. FGCS'84,1984, 85-99.[33] A. Colmerauer: Thoretical Model of Prolog II, in: M. van Canegnem, D.H.D. Warren(eds.) Logic Programming and its Applications, Ablex Pub. Co., 1986,3-31.[34] A. Colmerauer: Opening the Prolog III Universe, BYTE Magazine, August 1987.[35] H. Comon: Disuni�cation: A Survey, in : J.L.Lassez,G. Plotkin (eds.) ComputationalLogic, Essays in Honor of Alan Robinson, The MIT Press, 1991,322-359.[36] H. Comon, P. Lescanne: Equational problems and disuni�cation, J. of Symbolic Com-putation, 7, 1989, 371-425.[37] J.N. Crossley, L. Mandel and M. Wirsing: Untyped Constrained Lambda Calculus,Technical Report 9318, Institut fur Informatic, Ludwig-Maximilians-Univ., Munchen,September 1993.[38] J. Darlington, Y. K. Guo: Narrowing and Uni�cation in Functional Programming -An Evaluation Mechanism for Absolute Set Abstraction, Proc. of the Conference onRewriting Techniques and Applications, Springer LNCS 355, 1989, 92-108.[39] J. Darlington, Y. K. Guo: Constraint Functional Programming, Technical Report, Im-perial College, November 1989.[40] J. Darlington, Y. K. Guo: Constraint Equational Deduction, Technical Report, ImperialCollege, March 1990.[41] J. Darlington, Y. K. Guo, H. Pull: A New Perspective on the Integration of Functionaland Logic Languages, Technical Report, Imperial College, Sep. 1991.[42] J. Darlington, Y. K. Guo: A New Perspective on Integrating Functions and LogicLanguages, Proceeding of the 3rd Conference on Fifth Generation Computer Systems,Tokyo, 682-693, 1992.[43] J. Darlington, H. Pull: The Uni�cation of Functional and Logic Languages, in D. DeG-root, G. Lindstrom Logic Programming, Functions, Relations and Equations, PrenticeHall,1986, 37-70.[44] N. Dershowitz: Orderings for term-rewriting systems, Theoretical Computer Science,17(3),1982, 279-301.[45] N. Dershowitz, M. Okada: A rationale for conditional equational rewriting, Theoret.Comput. Sci. 75(1/2), 1990, 11{137.[46] N. Dershowitz, J.P. Jouannaud: Rewrite Systems, in J. van Leeuwen (ed.) Handbookof Theoretical Computer Science, Vol. B, Elsevier Science Pub. 1990, 234-320.



REFERENCIAS 137[47] M. Dincbas, P. Van Hentenryck, H. Simonis, A. Aggoun: The Constraint Logic Pro-gramming Languages CHIP, Proccedings of the 2nd. International Conference on FifthGeneration Computer Systems, 1988,249-264.[48] M. Dincbas, H. Simonis, P. Van Hentenryck: Solving Large Combinatorial Problems inLogic Programming, Journal of Logic Programming 8 (1/2), 75-93, 1990[49] A. Dovier, G.F. Rossi: Embedding extensional �nite sets in CLP, Procs. Int. LogicProgr. Symp., The MIT Press, 1993.[50] M. H. van Emden, R. A. Kowalski: The Semantics of Predicate Logic as a ProgrammingLanguage, Journal ACM, Vol 23 (4), 1976, 733-742.[51] F. Fages: Associative-Commutative Uni�cation, Procs. 7th International conference onAutomated deduction (CADE'84), Springer LNCS 170, 1984, 194-208.[52] M. Fern�andez: Narrowing Based Procedures for Equational Disuni�cation, ApplicableAlgebra in Engineering, Communication and Computing 3,1992,1-26.[53] D. de Frutos Escrig, M.I. Fern�andez Camacho: On Narrowing Strategies for PartialNon-strict Functions, Procs. TAPSOFT'91, Springer LNCS 494, 416-437.[54] T. Fr�uwirth. A. Herold, V. Kchenho�, P.Lim, M. Wallace: Constraint Logic Program-ming - An Informal Introduction, in: Logic Programming in Action, Springer LNCS636, 1992, 3-35.[55] M. Gabrielli, G. Levi: Modeling Answer Constraints in Constraint Logic Programs,Proc. 8th International Conference on Logic Programming, 1991, 238-252.[56] J. Gallier, W. Snyder: Complete Sets of Transformations for General E-uni�cation,Theoretical Computer Science 67, 1989, 203-260.[57] A. Gil Luezas, T. Hortal�a Gonz�alez, F.J. L�opez Fraguas: Babel, Manual de Utilizaci�on,Tech. Report DIA 92/15, 1992.[58] E. Giovannetti, G. Levi, C. Moiso, C. Palamidessi: Kernel LEAF: A Logic plus Func-tional Language, Journal of Computer and System Sciences, Vol. 42, No. 2, AcademicPress 1991, 139{185.[59] E. Giovannetti, C. Moiso: A Completeness result for E-uni�cation Algorithms Basedon Conditional Narrowing, Proc. Workshop on Foundations of Logic and FunctionalProgramming, Springer LNCS 306, 1986, 157-167.[60] J.C. Gonz�alez-Moreno: A correctness proof for Warren's HO into FO translation, Procs.8th Italian Conf. on Logic Programming GULP'93, 1993, 569-583.[61] J.C. Gonz�alez-Moreno: Programaci�on L�ogico Funcional de Orden Superior con Com-binadores, Tesis doctoral, DIA-UCM, Madrid 1994.[62] J.C. Gonz�alez-Moreno, M.T. Hortal�a-Gonz�alez, M. Rodr��guez-Artalejo: A FunctionalLogic Languaje with Higer Order Logic Variables, Technical Report DIA 90/6, October1990.



REFERENCIAS 138[63] J.C. Gonz�alez-Moreno, M.T. Hortal�a-Gonz�alez, M. Rodr��guez-Artalejo: Denotationalversus Declarative Semantics for Functional Programming, Procs. Computer ScienceLogic CSL'91, Springer LNCS 626, 1992, 134{148.[64] J.C. Gonz�alez-Moreno, M.T. Hortal�a-Gonz�alez, M. Rodr��guez-Artalejo: On the Com-pleteness of Narrowing as the Operational Semantics of Functional Logic Programming,Procs. Computer Science Logic CSL'92, Springer LNCS 702, 1993, 216-230.[65] D. de Groot , G. Lindstrom (eds): Logic Programming: Functions, Relations and Ecu-ations, Prentice Hall, 1986.[66] Y.K. Guo, H. Lock: A Classi�cation Scheme for Declarative Programming Languages,GMD-Studien 182, 1990.[67] Y. Gurevich: Evolving Algebras: A Tutorial Introduction, EATCS Bulletin 43, 1991,1-57.[68] M. Hanus: Compiling Logic Programs with Equality, Workshop on Progr. LanguageImplementation and Logic Progr. (PLILP), Springer LNCS 456, 1990, 387{401.[69] M. Hanus: The Integration of Functions into Logic: From Theory to Practice, to appearin J. of Logic Progr. Also available as Tech. Rep. MPI-I-94,201, January, 1994.[70] N.C. Heintze, J. Ja�ar, C.S. Lim, S. Michaylov, P.J. Stickey, R. Yap, C.N. Yee TheCLP Programmer's Manual, Tech. Rep., Dep. Comp. Science, Monash Univ., 1986.[71] P. van Hentenryck: Constraint Satisfaction in Logic Programming, MIT Press, 1989.[72] P. van Hentenryck (Ed): Special Issue on Constraint Logic Programming, Journal ofLogic Programming, 16, 3&4, 1993.[73] M. H�ohfeld, G. Smolka: De�nite Relations over Constraint Languages, LILOG Report53, IBM Germany, 1988 (to appear in J. of Logic Progr.).[74] S. H�olldobler: Foundations of Equational Logic Programming, Springer LNCS 353,1989.[75] P. Hudak: Conception, Evolution and Application of Functional Programming Lan-guages, ACM Computing Surveys, 21 (3), 1989, 359-411.[76] G. Huet, J. J. Levy: Call by Need Computations in Non-Ambiguous Linear TermRewriting Systems, Report 359, INRIA, 1979. Also appeared as Computations in Or-togonal Rewriting Systems, in: J.-L. Lassez, G. Plotkin (eds.) Computational Logic:Essays in Honour of Alan Robinson, MIT Press, 1991.[77] J.-M. Hullot: Canonical Forms and Uni�cation, 5th Conference on Automated Deduc-tion, Springer LNCS 87, 1980, 318-334.[78] J. Ja�ar, J.L. Lassez: Constraint Logic Programming, Tecnical Report 86/73, Depart-ment of Computer Science, Monash University, June, 1986.



REFERENCIAS 139[79] J. Ja�ar, J.L. Lassez: Constraint Logic Programming, Proc. 14th ACM Symposium onPrinciples of Progamming Languages, Munich 1987, 114-119.[80] J. Ja�ar, J.L. Lassez, M.J. Maher: A Logic Programming Language Scheme, in D. DeG-root, G. Lindstrom (eds.) Logic Programming: Functions, Relations, Equations, Pren-tice Hall, 1986.[81] J. Ja�ar,M.J. Maher: Constraint Logic Programming: A Survey, To appear in Journalof Logic Programming.[82] J. Ja�ar, S. Michaylov: Methodology and Implementation of a Constraint Logic Pro-gramming System, Procs. 4th Int. Conf. on Logic Programming ICLP' 87, MIT Press,1987, 196-218. Extended version as Tech. Rep., Dep. Comp. Science, Monash Univ.,1986.[83] J. Ja�ar, S. Michaylov, P. Stuckey, R.H.C. Yap: An Abstract Machine for CLP(R),Proceedings ACM-SIGPLAN Conference on Programming Language Design and Im-plementation, 1992, 128-139.[84] J. Ja�ar, S. Michaylov, P. Stuckey, R. Yap: The CLP(R) Language and System, ACMTransactions on Programming Languages, 14(3), 1992, 339-395.[85] R. Jagadeesan, K. Pingali, P. Panangaden : A Fully Abstract Semantics for a First-Order Functional Language with Logic variables, ACM Transactions on ProgrammingLanguages ans Systems, 13(4), 1991, 577-625.[86] J.A. Jim�enez-Mart��n, J. Mari~no-Carballo, J.J. Moreno Navarro: E�cient Compilationof Lazy Narrowing into Prolog, LOPSTR 92, Springer LNCS, 1992.[87] J.P. Jouannaud, C. Kirchner: Solving Equations in Abstract Algebras: A Rule-BasedSurvey of Uni�cation, in : J.L.Lassez,G. Plotkin (eds.) Computational Logic, Essays inHonor of Alan Robinson, The MIT Press, 1991,357-321.[88] S. Kaplan: Conditional rewrite rules, Theoretical Computer Science 33,,1984,175-193.[89] C. Kirchner, H. Kirchner, M. Rusinowitch: Deduction with Symbolic Constraints, RevueFranaise Inteligence Arti�cielle, Vol 4, 3, 1990, 9-52.[90] H. Kirchner, C. Ringeissen: Constraint Solving in Combined Algebraic Domains, inProcs. 11th. Int. Conf. on Logic Programming ICLP'94, MIT Press, 1994, 617-631.[91] H. Kuchen, R. Loogen, J. J. Moreno-Navarro, M. Rodr��guez-Artalejo: Graph-basedImplementation of a Functional Logic Language, Procs. ESOP'90, Springer LNCS 432,1990, 271-290.[92] H. Kuchen, F.J. L�opez Fraguas: Result Directed Computing in a Functional LogicLanguage, Procs. Second Int. Workshop on Functional/Logic Programming (A. M�ucked.), Munchen, 1993, 14-34. Also as Tech. Report 92-21, RWTH Aachen, 1992.[93] H. Kuchen, F.J. L�opez Fraguas, J.J. Moreno Navarro, M. Rodr��guez Artalejo: Imple-menting a Lazy Functional Logic Language with Disequality Constraints, Procs. JointInt. Conf and Symp. on Logic Programming, MIT Press, 1992, 207-221.



REFERENCIAS 140[94] H. Kuchen, F.J. L�opez Fraguas, J.J. Moreno Navarro, M. Rodr��guez Artalejo: Imple-menting Disequality in a Lazy Functional Logic Language , Tech. Report 92-20, RWTHAachen, 1992.[95] K. Kunen: Negation in Logic Programming, Journal of Logic Programming, 4, 1987,289-308.[96] C. Lassez: Constraint Logic Programming: a Tutorial, in BYTE Magazine, August1987.[97] C. Lassez, M. Maher, K.G. Marriot: Uni�cation Revisited, in J. Minker (ed.): Founda-tions of Deductive Databases and Logic Programming, Morgan-Kaufmann, 1988, 587-625.[98] W. Leler: Constraint Programming Languages: Their Speci�cation and Generation,Addison Wesley, 1988.[99] G. Levi, P.G. Bosco, E. Giovannetti, C. Moiso, C. Palamidessi: A Complete Seman-tic Characterization of K-LEAF, a Logic Language with Partial Functions, Procs. 4thSymp. on Logic Programming, 1987, 1-27.[100] J. W. Lloyd: Foundations of Logic Programming, Springer-Verlag, Second Edition,1987.[101] H. Lock: The Implementation of Logic Functional Programming Languages, PhD dis-sertation, Berlin, 1992.[102] R. Loogen: From Reduction Machines to Narrowing Machines, TAPSOFT 91, SpringerLNCS 494, 1991, 438-457.[103] R. Loogen, F. J. L�opez Fraguas, M. Rodr��guez Artalejo: A Demand Driven Computa-tion Strategy for Lazy Narrowing, Int. Symp. on Programming Language Implementa-tion and Logic Programming (PLILP'93), Springer LNCS, 1993, 184-200.[104] F.J. L�opez Fraguas: Dise~no de un Compilador de Babel en Prolog, Trabajo de Investi-gaci�on de Tercer ciclo, DIA-UCM, 1990.[105] F.J. L�opez Fraguas: A General Scheme for Constraint Functional Logic Programming,Procs. 3rd. Int. Conf. on Algebraic and Logic Programming (ALP'92), Springer LNCS632, 1992, 213-217.[106] F.J. L�opez Fraguas, R.M. Pinero Fern�andez: Building a Babel Compiler with LogicProgramming Techniques, Workshop on the Integration of Functional and Logic Pro-gramming, Granada, Spain, 1990.[107] F.J. L�opez-Fraguas, M. Rodr��guez-Artalejo: An Approach to Constraint FunctionalLogic Programming, Tech. Rep. DIA 91/4, 1991.[108] M. J. Maher: Complete Axiomatizations of the Algebras of Finite, Rational and In�niteTrees, Procs. 3rd IEEE Symp. Logic in Computer Science, 1988, 348-357.



REFERENCIAS 141[109] M. J. Maher: A CLP view of Logic Programming, Proc. 3rd. Conf. on Algebraic andLogic Programming, LNCS 632, 1992, 364-383.[110] L. Mandel: The Semantics of the Untyped Constrained Lambda Calculus, TechnicalReport 9319, Institut fur Informatic, Ludwig-Maximilians-Univ., Munchen, October1993.[111] A. Middeldorp, E. Hamoen: Counterexamples to Completeness Results for Basic Nar-rowing, Proc. 3rd Int. Conf. on Algebraic and Logic Programming, Springer LNCS 463,1992.[112] D. Miller, G. Nadathur: A Higher-Order Logic Programming Language, Proc. 3rd Int.Conf. on Logic Programming ICLP'86, MIT Press, 1986, 448-462.[113] R. Milner: A Theory of Type Polymorphism in Programming, Journal of Computer andSystem Science 17(3), 1978, 348-375.[114] J.J. Moreno Navarro: Dise~no, sem�antica e implementaci�on de BABEL: Un lenguajeque integra la programaci�on funcional y l�ogica, Tesis doctoral, UPM, Madrid,1989.[115] J.J. Moreno Navarro: Default Rules: An Extension of Constructive Negation forNarrowing-based Languages, Procs. 11th. Int. conf. on Logic Programming ICLP'94,MIT Press,1994,535-549.[116] J. J. Moreno Navarro, H. Kuchen, R. Loogen, M. Rodr��guez Artalejo: Lazy Narrowingin a Graph Machine, Procs. 2nd International Conference on Algebraic and Logic Pro-gramming ALP'90, Springer LNCS 463, 1990, 298-317. Detailed version appeared as:Aachener Informatik-Bericht Nr. 90-11.[117] J.J. Moreno Navarro, M. Rodr��guez Artalejo: BABEL: A functional and logic languagebased and constructor discipline and narrowing, Procs. 1st International Conference onAlgebraic and Logic Programming ALP'88, Springer LNCS 343, 1989, 223-232.[118] J.J. Moreno Navarro, M. Rodr��guez Artalejo: Logic Programming with Functions andPredicates: The Language BABEL, J. Logic Programming, 12, 1992, 189-223.[119] A. M�uck: Compilation of Narrowing, Procs. Programming Language Implementationand Logic Programming PLILP'90, Springer LNCS 456, 1990, 16-39.[120] A. M�uck,T. Streicher, H. Lock: A Tiny Constraint Functional Logic Language and ItsContinuation Semantics, Procs. European Symp. on Programming ESOP'94, SpringerLNCS.[121] G. Nadathur, D. Miller: An overview of �-Prolog, Proc. Int. Conf. on Logic Program-ming ICLP'88, MIT Press, 1988, 810-827.[122] S.Narain: A technique for doing lazy evaluation in logic, The Journal of Logic Pro-gramming, 3, 1986, 259-276.[123] L. Naish: Negation and Control in PROLOG, Springer LNCS 238, 1986.



REFERENCIAS 142[124] W. Nutt, P. R�ety, G. Smolka: Basic Narrowing Revisited, J. of Symbolic Computation,7, 1989, 295-317.[125] M.J. O'Donnel: Equational Logic as Programming Language, MIT Press, 1985.[126] P. Padawitz: Computing in Horn Clause Theories, volume 16 of EATCS Monographson Theoretical Computer Science, Sptinger, 1988.[127] S. Peyton-Jones: The Implementation of Functional programming Languages, PrenticeHall, 1987.[128] V. Poirriez: MLOG: a pragmatic extension of ML with logical variables, uni�cationand suspensions, Procs. Second Int. Workshop on Functional/Logic Programming (A.M�uck ed.), Munich, 1993, 105-110.[129] M.J. Ram��rez Quintana: Negaci�on Constructiva para Programaci�on L�ogica Ecuacional,Tesis doctoral, UPV, 1993.[130] M.J. Ram��rez Quintana, M. Falaschi: Conditional Narrowing with Constructive Nega-tion, Procs. Third Int. Workshop on Extensions of Logic Programming ELP'92,Springer LNCS 660, 1993, 59-79.[131] U.S. Reddy: Narrowing as the Operational Semantics of Functional Languages, Procs.International Symposium on Logic Programming, IEEE Comp. Soc. Press 1985, 138-151.[132] U.S. Reddy: Functional Logic Languages, Part I, Procs. Workshop on Graph Reduction,Springer LNCS 279, 1987, 401-425.[133] P. Roussel: D�e�nition et traitement de l"egalit�e formelle en d�emonstration automatique,These de 3eme cycle, Groupe D�Intelligence Arti�cielle, Univ. Marseille, 1972.[134] A. Rubio: Automated Deduction with Constrained Clauses, Tesi doctoral, UPC,Barcelona, 1994.[135] K. Sakai, A. Aiba: CAL: A Theoretical Background of Constraint Logic Programmingand its Applications, J. Symbolic Computation 8, 1989, 589-603.[136] V. Saraswat: Concurrent Constraint Programming Languages, Ph.D. thesis, Carnegie-Mellon University, 1989. Revised version appears as Concurrent Constraint Program-ming, MIT Press, 1993.[137] V. Saraswat, M. Rinard, P. Panangaden: Semantic Foundation of Concurrent Con-straint Programming Languages, Procs. 18th ACM Symp. on Principles of ProgrammingLanguages,1991, 333-352.[138] D.S. Scott: Domains for Denotational Semantics, Procs. ICALP'82, Springer LNCS140, 1982, 577-613.[139] R.C. Sekar and J.V. Ramakrishnan: Programming in Equational Logic: Beyond StrongSequentiality, Procs. LICS'90, IEEE Comp. Soc. Press, 274-284.



REFERENCIAS 143[140] J. Siekmann: Uni�cation Theory, Journal of Symbolic Computation, 7, 207-274, 1989.[141] F.S.K Silbermann,B. Jarayaman: Set Abstraction in Functional and Logic Program-ming, Conference on Functional Programming and Computer Arquitecture, ACM, IFIP,1989.[142] J.L. Slagle: Automated theorem proving for theories with simpli�ers, conmutativity andassociativity, Journal of the ACM, 21,4,1974, 622-642.[143] D.A. Smith: Constraint Operations for CLP(FT), Procs. 8th Int. Conf. on Logic Pro-gramming, MIT Press, 1991, 760-774.[144] M.S. Stickel: Uni�cation Algorithms for Arti�cial Intelligence Languages, PhD Thesis,Carnegie Mellon University, 1976.[145] P. Stuckey: Constructive Negation for Constraint Logic Programming, Proc. Logic inComputer Science Conference LICS'91, 1991, 328-339.[146] E. Tsang: Foundations of Constraint Satisfaction, Academic Press, 1993.[147] D.H.D. Warren: Higher-order extensions to Prolog: are they needed?, in J.E. Hayes, D.Mitchie, Y.H. Yao (eds.), Machine Intelligence 10, Ellis Horwood, 1982, 441-454.[148] D.H.D. Warren: An abstract Prolog instruction set, Technical Report 309, SRI Inter-national 1983.[149] D. Wolz: Design of a compiler for lazy pattern driven narrowing, 7th. Workshop onSpeci�cation of ADTs, Springer LNCS 534, 1991, 362-379.


