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Resumen

En este trabajo presentamos e investigamos el esquema teérico C'F'ILP(X) para la progra-
macion logico funcional perezosa con restricciones. Cada estructura con restricciones X, que
consiste en un dominio de Scott como soporte mas un conjunto de operaciones predefinidas
continuas, determina una instancia del esquema. Los programas en C'FLP(X) estdn consti-
tuidos por reglas de reescritura con restricciones para definir nuevas funciones. Se desarrolla
una semdntica declarativa de modelo minimo, caracterizado también como minimo punto fijo,
y una semantica operacional basada en un mecanismo de computo estrechamiento perezoso
por restricciones  del que se prueban resultados de correccion y completitud con respecto a la
semdntica declarativa. Probamos también que, bajo hipdtesis razonables, el estrechamiento
por restricciones se puede combinar con un sistema de resolucion de restricciones, preservando
la correccidon y la completitud. KEn una segunda parte se aplican los resultados obtenidos al
lenguaje SF'L4, que incorpora restricciones de desigualdad a la programacion logico funcional
perezosa. Se muestra que SF Ly puede ser concebido como la instancia de CFLP(X) que
tiene al universo de Herbrand infinitario como soporte, dotado de restricciones de igualdad
v desigualdad, mas las operaciones primitivas necesarias para expresar de forma continua la
unificacion. De este modo, hereda las propiedades generales del esquema. Finalmente se pre-
senta, en forma de clausulas, una especificacién de la semantica operacional, que se convierte
en un programa Prolog ejecutable al adoptar una adecuada representacion de las expresiones,
dando lugar a una implementacion del lenguaje.
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Preliminares

I.a combinacion de diferentes paradigmas de programacion es un lugar comin de muchas in-
vestigaciones actuales en el mundo de la programacion declarativa, en un intento de obtener
lenguajes de programacion que sean cada vez mas expresivos, que acepten implementaciones
eficientes, y que dispongan al tiempo de sdlida fundamentacion tedrica. Dos combinaciones
han suscitado particular interés en la dltima década: Programacion logica + Programacion
con restricciones, y Programacion logica + Programacion funcional. Como maximo expo-
nente de la primera combinacién esta C'LP(X), un esquema que generaliza los principios de
la programacion légica, reemplazando la unificacion por la nocion mas general de resolucion
de restricciones. Hay mas heterogeneidad en las propuestas para la segunda combinacion.
l.os llamados lenguajes logico-funcionales utilizan sistemas de reescritura condicionales con
disciplina de constructoras como programas, y estrechamiento como mecanismo de computo
para resolver objetivos. En el caso de lenguajes perezosos, en los que se contempla la posi-
bilidad de hacer computos con objetos infinitos, se ha propuesto en ocasiones una semantica
declarativa que considera como dominio de los cdmputos un universo de Herbrand con arboles
posiblemente infinitos o parcialmente definidos.

El primer, y principal, objetivo de nuestro trabajo es el desarrollo de un marco tedrico
para la integracion de los tres paradigmas citados: Programacion logica + Programacion
funcional 4+ Programacion con restricciones. FEl diseno de tal marco tedrico esta guiado
desde el principio por un supuesto de trabajo: la amalgama de los tres paradigmas debe
poder realizarse, partiendo de la programacion légico funcional perezosa, de un modo similar
al que permite pasar de la progamacion logica a la programacion légica con restricciones.
Es decir, nuestro objetivo basico puede ser reformulado del siguiente modo: perseguimos
la definicion de un esquema general, que denominaremos C'FLP(X), para la programacién
légico funcional perezosa con restricciones (Constraint Functional Logic Programming). Fste
esquema jugara un papel, con relacion a la programacion logico funcional, similar al del
esquema C'LP(X) con relacién a la programacion ldgica. Estas consideraciones nos permiten
establecer de antemano algunas de las caracteristicas que esperamos del esquema C'FLP(X)

e De modosimilar al caso de C'LL P(X'), obtendremos una instancia del esquema C'FLP(X)
al fijar una estructura determinada X, cuyas caracteristicas describiremos en seguida.
Una instancia del esquema determina un lenguaje de programacion logico funcional
perezoso, sobre la estructura X que se haya fijado.

e Kl tipo de estructuras a considerar esta muy determinado por la naturaleza perezosa que
se pretende para la componente funcional de las instancias del esquema. Parece natural
generalizar la idea del universo de Herbrand infinitario que aparece en la semantica de
algunos lenguajes ldgico funcionales, y considerar ‘estructuras continuas’ con dominios
de Scott como soporte, y dotadas de una serie de operaciones primitivas continuas (en
el sentido de la teoria de dominios).

e l.0s programas seran también generalizacion directa de los sistemas de reescritura condi-
cionales de la programacion logico funcional. Consideraremos reglas de reescritura
condicionales con restricciones, en los que la unificacién  que no tiene sentido en este
marco general queda reemplazada por la satisfaccion de restricciones en X.

iii



e De nuevo como en el caso de C'LP(X) con relacion a la programacién logica, pre-
tendemos que C'F'LP(X) sea una extension suave de la programacion légico funcional.
Por ‘snavidad’ entendemos que las principales ideas, intuiciones y resultados acerca de
las semanticas declarativa y operacional sean preservadas, asi como la metodologia de
trabajo para el estudio de las propiedades del esquema. FEs mas, esperamos que, al
estar liberados de los tecnicismos que siempre requiere la unificacion, se simplifique en
muchos casos la formulacion de los conceptos y la demostraciéon de los resultados.

Como sequndo gran objetivo de nuestro trabajo estd el estudio de una instancia intere-
sante del esquema C'FLP(X): el lenguaje SF' Ly, que resulta de incorporar restricciones de
desigualdad a un lenguaje l6gico funcional perezoso. El uso de desigualdades (en programas
y respuestas) incrementa el poder expresivo de un lenguaje, pues la condicion representada
por una desigualdad puede requerir infinitas igualdades (o sustituciones) para ser expresada
de modo equivalente. En el contexto de la programacion logica con restricciones es relativa-
mente habitual el uso de desigualdades entre términos mdés en general, entre algin tipo de
arboles |, pero es bastante novedoso entre los lenguajes logico funcionales. En el trabajo se
pretende analizar con bastante detalle el lenguaje SF' L., cubriendo no sélo sus fundamentos
tedricos, sino también aspectos mds practicos, incluyendo una propuesta de implementacion.

Aparte de la utilidad del lenguaje en si, el estudio de SF /I, tiene gran interés para
nosotros, porque constituye un magnifico test de la aplicabilidad del esquema C'FLP(X).
No esperamos que la caracterizacion de SF L, como instancia de CFLP(X) dé respuesta a
todos los problemas relativos al lenguaje concreto, aunque si a bastantes de ellos. La relacion
inversa (instancia - esquema) también puede resultar interesante: de lo que ocurraen SF/1,
podremos extraer conclusiones itiles acerca de CFLP(X).

Organizacién de la memoria

I.a organizacion y resumen del trabajo es como sigue.

I.a memoria estd dividida en dos partes, correspondientes a los dos grandes temas que
tratamos: el esquema CFLP(X), vy el lenguaje SF L. Pasamos a describir la primera parte.

En un primer capitulo delimitamos el contexto en el que se sitiia esta tesis, haciendo un
rapido repaso de lag propuestas mas importantes de combinacién de paradigmas declarativos,
bastante abundantes en los casos de la programacion ldgica con restricciones y la progra-
macion logico-funcional, mucho mas escasas en el caso de la programacion funcional y légica
con restricciones; en este epigrafe hemos incluido también las propuestas, casi anecddticas,
de programacion funcional con restricciones.

En el capitulo 2, primero de los dedicado al esquema C'F'IL P(X'), se introducen las nociones
bésicas acerca del tipo de estructuras ‘continuas’ que consideramos para las distintas instan-
cias del esquema, y se define la sintazris de los C'F'I P-programas. Acto seguido nos detenemos
a analizar algunas instancias del esquema, mostrando en particular cdmo la programacion
légica con restricciones y la programacion logico-funcional son expresables en CFLP(X).

El capitulo 3 contiene la semdntica declarativa de CFLP(X). Tras introducir las no-
ciones de modelo e interpretacion, se prueba, bajo hipdtesis de la mayor generalidad posible
(consistencia, i. e., existencia de algiin modelo), la existencia de modelo minimo. A una



demostracion muy sencilla, basada en la ‘propiedad de la interseccion’ que cumplen los mo-
delos, se suma otra en la que se caracteriza el modelo minimo como minimo punto fijo de
un operador ‘de consecuencias inmediatas’. Debido a la generalidad de las hipdtesis, este
operador tiene la caracteristica, poco habitual en este tipo de semanticas, de estar sélo par-
cialmente definido sobre el conjunto de las interpretaciones. Un tltimo epigrafe muestra que
la consistencia de un programa es una propiedad indecidible, y discute algunas cuestiones
relacionadas, como la no ambigiiedad.

El capitulo 4, probablemente el mas importante del trabajo, se encarga de la semdntica
operacional. El mecanismo de computo que consideramos, que denominamos estrechamiento
por restricciones, consta inicialmente de una sola regla, cuya correccion probamos. Para
obtener completitud nos debemos circunscribir a una clase de programas, que incluye a los
programas semanticamente no ambiguos. Para reducir el espacio de bisqueda determinado
por la regla de estrechamiento, se introduce la nocion de codmputos perezosos, en los que
el estrechamiento se realiza en posiciones demandadas. FEstas nociones son de cardcter mas
bien semantico, al estar basadas en informacion extraida del modelo minimo, que se utiliza
para construir unas ciertas ‘aproximaciones’ a expresiones y objetivos. Sobre ellas se define
un orden bien fundado en el que se decrece al dar un paso de estrechamiento perezoso, lo
que nos permitira probar la completitud. En la iltima parte de este capitulo se analizan las
limitaciones de la semantica operacional propuesta, y se concluye la necesidad de combinar
el estrechamiento con algin sistema de resolucion de restricciones especifico de la estructura
de base. Se proponen condiciones naturales y generales bajo las que la combinacion preserva
la correccién y la completitud, si bien ésta en un sentido relativamente débil.

Con el capitulo 5 comienza la segunda parte de esta memoria, en la que se estudia el
lenguaje SF'L,. Primeramente se fija la sintaxis, por la que los programas son reglas de
reescritura con patrones lineales en las cabezas, y sistemas de igualdades estrictas ==y
desigualdades =/= como condiciones. A continuacién se caracteriza el lenguaje como la
instancia CFLP(H.) , siendo H el universo de Herbrand infinitario determinado por un
conjunto de constructoras, y donde los predicados predefinidos == y =/= se interpretan
como aproximaciones continuas maximales a la igualdad ‘de verdad’ = en H (que no es
continua) y a su negacion . Se introducen, también como operaciones primitivas, unas
ciertas ‘funciones selectoras’y ‘predicados reconocedores’ que permiten expresar la unificacion
de forma continua. De modo alternativo, y mas conveniente, se sugiere la posibilidad de
expresar la unificaciéon mediante un uso restringido, ‘continuo’, de la igualdad no continua =.
LLa equivalencia de ambos enfoques es probada. A continuacion se propone para SF /1Ly un
sistema de resolucién de restricciones, para ser combinado con el estrechamiento, que permite
heredar para SF' 14 los resultados generales del esquema. Mediante un analisis mas detallado
de los cémputos, obtenemos después un resultado mucho mas potente de completitud.

Finalmente, en el capitulo 6 se aborda la cuestion de la implementacion de SF L. Se
proporciona en primer lugar una especificacion, en forma de clausulas, de la semantica opera-
cional, y que depende de algunos predicados inicialmente no especificados. Tras una adecuada
eleccion de la representacion de expresiones y restricciones, se pueden definir tales predicados,
para obtener una especificaciéon completa, que en definitiva resulta definir una compilacion
de SFLx-programas a programas Prolog ejecutables.

Algunas conclusiones y sugerencias para trabajos futuros cierran la memoria.
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El esquema CFLP(X)



1 INTRODUCCION 2

1 Introduccién

En esta seccion haremos un breve repaso de distintas propuestas para la combinacion de
paradigmas de programacion declarativa; méas en concreto, de las que tienen relacion més
directa con nuestro trabajo, por involucrar parte o todos los ingredientes de nuestra propuesta.
Revisaremos pues las siguientes combinaciones:

e Programacién légica (I.P) 4+ Programacion con restricciones (CP)
e [.P + Programacion funcional (FP)

e LP+FP + CP

No somos ambiciosos, especialmente en lo que se refiere a los dos primeros puntos, en
cuanto a la extension, ni en cuanto a la agudeza u originalidad de nuestros comentarios.
Existen excelentes referencias ([30, 12, 71, 72, 81] para CLP, [10, 65, 2, 114, 66, 69] para
FLP) cuya lectura proporcionard sin duda mayor informacion al respecto. Como referencias
estandar sobre ILP y FP pueden citarse [100, 5], [75, 9].

1.1 Programacidén légica con restricciones

I.a nocion de ‘programacion con restricciones’ no forma parte en realidad de los paradigmas
bien establecidos de programacion declarativa. Con esa denominacion se incluyen de modo
bastante impreciso lenguajes de programacion que utilizan técnicas de propagacion de res-
tricciones para la resolucion de problemas combinatorios [98, 146] o técnicas de Investigacion
Operativa. Ejemplo tipico de tal clase de lenguajes es THINGLAB [18].

En un sentido genérico, una restriccion es una condicion, expresada en algun lenguaje de-
terminado, impuesta sobre un conjunto de variables V. Al tiempo que expresa una condicion,
una restriccion sirve también para representar de modo implicito al conjunto de sus soluciones,
es decir al conjunto de valoraciones de las variables de V' que satisfacen la condicidn. las res-
tricciones juegan pues un miultiple papel: como representacion de datos sirven para efectuar
entrada/salida, como representacion de condiciones sirven para dirigir el flujo de control de
la ejecucion. La nocién basica que subyace es la de satisfactibilidad de una restriccion, y el
mecanismo operacional basico, el de resolucién de restricciones. Ta resolucidon de restricciones
tiene, a su vez, una doble funcion:

e verificar la satisfactibilidad de una restriccion.

e producir formas simplificadas de las restricciones, que sirvan ya como respuesta final, o
contribuyan a la incrementalidad del proceso de resolucidn, si nuevas restricciones son
anadidas en el futuro.

Esta implicito en todo lo anterior la existencia de un dominio prefijado al que se refieren
todas las nociones de satisfactibilidad de condiciones, resolucién de restricciones, etc. Y
la combinacién dominio/lenguaje sugiere la idea de ‘estructura’. Asi, en un sentido ain
més general podemos concebir la computacion con restricciones como computacion sobre
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una estructura determinada, v su interés radica en la posibilidad de aprovechar mecanismos
eficientes, especificos de la estructura, que se conozcan previamente o se disenen al efecto.

I.a conexidn, siquiera circunstancial, entre la programacion logica y la resolucion de res-
tricciones aparece desde los mismos origenes de Prolog '. En sus trabajos sobre Prolog 11
[31, 32, 33], Colmerauer considera programas que constan de clausulas de Horn, pero reem-
plaza la nocién de unificacion sintdctica entre términos por la de resoluciéon de sistemas de
ecuaciones y desigualdades, cuyas soluciones deben entenderse en el universo de los arboles
regulares 2, y para los que se proporciona un sistema de resolucién y paso a forma resuelta.
Como vemos, aparecen ya dentro de un contexto de programacion logica las dos nociones
basicas de la programacion légica con restricciones:

e Sustituir el universo de Herbrand de los drboles finitos como dominio de computo, por
otros dominios (el de los drboles regulares, en este caso).

e Reemplazar la unificaciéon sintactica por otros mecanismos de resolucion de restricciones
formuladas en algiin lenguaje (resolucidon de sistemas de igualdades y desigualdades en
este caso).

Aunque Prolog IT es reconocido habitualmente hoy en dia como el primer lenguaje logico
con restricciones, el impulso definitivo a la programacion logica con restricciones (CLP) vino
dado por la introduccién, por parte de Jaffar y Lassez [78, 79], del esquema C'LP(X) como
marco general para realizar CLLP. Existen, a nuestro juicio, bastantes razones para el éxito
de esta propuesta:

e [.a motivacion que hay detrds de C'LP(X) es muy sdlida, al menos para la comunidad
de los programadores, y en cierto modo complementaria de la de Prolog I1: el argumento
para crear Prolog Il es que Prolog esta demasiado alejado de la teoria; el argumento
de C'LP(X) es que Prolog esta demasiado alejado de la prdctica. Ello es debido al
sometimiento de la programacion légica al universo de Herbrand, que obliga a una
representacion simbdlica de los datos que resulta forzada, poco intuitiva, y lo que es
realmente grave ?, impide utilizar mecanismos eficientes de cémputo que se conozcan
para el dominio en cuestion. FEsta motivacion se ve reflejada en el hecho de que la
introduccién de CLP(X) es simultianea a la aparicion de CLP(R) [70, 82] ([R3, 84]
son referencias actualizadas), una instancia del esquema cuyo dominio son los niimeros
reales, y que maneja como restricciones sistemas (lineales) de ecuaciones, inecuaciones
v desigualdades, para cuya resolucién utiliza métodos numéricos eficientes, como elimi-
nacion gaussiana o el método del simplex.

'Segiin comenta Colmerauer en [33], el primer intérprete para un incipiente Prolog, realizado por Roussel
[133], inclufa la resolucién combinada de igualdades y desigualdades entre términos, algo tipicamente aso-
ciado al contexto de la programacién ldgica con restricciones. Fste aspecto desaparecié en el Prolog que
conocié (y conquistd) el mundo, y fue sustituido por versiones mas pragmaticas de la igualdad y desigualdad,
que simplemente verifican la unificabilidad o no unificabilidad de términos.

>Un arbol es regular (o racional) si sélo tiene un niimero finito de subérboles distintos.

*Al fin y al cabo, también es forzada y poco intuitiva la idea cartesiana de algebrizar la geometria, y nadie
diria hoy en dia que la idea era desafortunada.
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e [.a adopcion de un ‘esquema’ parametrizado por una estructura, que se convierte en
un lenguaje concreto al adoptar una estructura concreta, supone un acierto formal. FEl
camino estaba ya iniciado en [80] donde, aunque el dominio era tedricamente arbitrario,
las condiciones impuestas a él lo hacian equivalente a un cociente del universo de Her-
brand definido por una teoria ecuacional, que jugaba en este caso el papel de pardmetro
del esquema.

e En la propia concepcién del marco tedrico esta la pretension de que las propiedades
semanticas de la programacion logica  en particular, existencia de modelo minimo
caracterizable como minimo punto fijo [50, 100, 5] deben preservarse en todas las
instancias del esquema. la idea importante aqui es que la programacion logica tiene
estas propiedades por el uso de clausulas definidas ; el universo de Herbrand y la
unificacién tienen poco que ver con dichas propiedades. Tmponiendo ademds condiciones
adicionales sobre el dominio y el lenguaje de restricciones se pueden extender aiin mas
caracteristicas de la programacion légica, como son la existencia de una semantica logica
(que establece la equivalencia entre respuestas computadas y férmulas demostrables en
una teorfa) y una semantica de la negacién como fallo finito.

LLos principales resultados tedricos acerca de C'IL P(X') se encuentran en el trabajo original [78],
aunque revisiones y mejoras de sus fundamentos aparecen en [55, 109, 81]. Introducciones
sencillas a C'LP(X) son [96, 30, 54]. Un intento de extender el uso de restricciones a cldusulas
generales aparece en [23].

En [73] se da una visién algo mas general de CLP, que hace abstraccién de la sintaxis
(en C'LP(X) se asume que las estructuras de base son Y-estructuras, siendo ¥ una signatura
de primer orden), y se considera una clase de estructuras en lugar de una sola. Aparte de
ello, el trabajo es muy interesante por la sencillez de las demostraciones que propone (es de
destacar, en particular, la elegancia de la demostracion de la completitud de la resolucion
con restricciones).

Desde su aparicién, el esquema C'LP(X) ha monopolizado pricticamente la idea de pro-
gramacion logica con restricciones, de modo similar a lo que ocurre con Prolog y la progra-
macion logica. Muchos trabajos se han dedicado desde entonces a diversos aspectos de CLP.
Puede decirse que, en su conjunto, dichos trabajos abordan un espectro de problemas [81, 12]
que se corresponde con los problemas que interesan en programacion logica. Algunas lineas
significativas son:

e Diseno e implementacién de diferentes sistemas (lenguajes): C'LP(R) [70, 82, 83, 84],
C'AL [135], CHIP [47, 48, T1], Prolog 11T [34], CLP(H/€) [3], {log} [49, 22].

e Negacion constructiva [145].

e Programacion concurrente con restricciones [136, 137].

1.2 Programacién légico funcional

l.a integracion de la programacion logica y la programacion funcional es quizds la combi-
nacion de paradigmas mas estudiada y mejor entendida. Algunas recopilaciones de distintas
propuestas pueden encontrarse en [10, 65, 2, 114, 66, 69].
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El motivo de tal interés proviene de que cada uno de los dos paradigmas, que tienen
en comun su naturaleza declarativa con una sélida fundamentacién matematica, presenta
particularidades deseables para la programacion de alto nivel: multidireccionalidad de los
argumentos, indeterminismo, variable logica, estructuras de datos incompletas en el caso de
la programacion légica , evaluacion determinista, funciones parciales, orden superior, tipos
v polimorfismo en el de la programacion funcional . En términos genéricos, el estilo ldgico
es adecuado para hacer abstraccion del control en procesos de bisqueda y generacion de
datos, mientras que en el estilo funcional se expresan mejor problemas con un flujo de datos
determinista, teniendo un aire mas ‘algoritmico’.

A pesar de que la programacion de orden superior es un ingrediente fundamental de la
programacion funcional moderna, la mayor parte de las propuestas de integracion FP + I.P
cubren tnicamente aspectos de primer orden. La dificultad de incluir también aspectos de
orden superior puede ser explicada por el hecho de que la semantica denotacional habitual de
los lenguajes funcionales de OS, basada en dominios obtenidos como soluciéon de ecuaciones
recursivas, no es adecuada  como se muestra p. ej. en [63, 61] desde un punto de vista
logico, en el que los computos quieren verse como deducciones. Mas adelante comentaremos
brevemente algunas propuestas que incluyen orden superior para la integracion FP + LP. La
programacion funcional de primer orden, sin embargo, puede basarse en la légica ecuacional
v la reescritura, mucho més facilmente combinable con la programacion ldgica relacional,
basada en logica de Horn y resolucion.

En algunas de las propuestas de integracion se da clara prioridad a la parte funcional,
proporcionando ciertas capacidades ldgicas a un lenguaje funcional previo. Asi ocurre, p. ej.,
con los lenguajes funcionales con abstracciones de conjuntos [43, 38, 141], y de manera incluso
més acusada con otros lenguajes funcionales que incorporan sélo parte de las caracteristicas
de la programacion logica, como pueden ser variables logicas y alguna forma restringida de
unificacién [128, 85].

Un enfoque mucho mas frecuente ha consistido en adoptar una postura mas simétrica
entre ambos paradigmas, mediante algin tipo de combinacion, tanto en lo referente a la
sintaxis, como a los principios operacionales.

En cuanto a la sintaxis, los ingredientes bédsicos a combinar son ecuaciones y clausulas de
Horn. Aunque hay una variedad enorme en la forma de concretar la sintaxis, un formalismo
suficientemente general en el que caben la mayor parte de las propuestas es el de los sistemas
de reescritura condicionales [88, 13, 45] o, alternativamente, cldusulas de Horn ecuacionales
[126, 74].

Por lo que se refiere al mecanismo operacional, se suele adoptar alguno que generalice,
por una parte el ajuste de patrones (‘matching’) y reescritura  principio operacional de la
programacion funcional  con la unificacion y resoluciéon  principio operacional de la progra-
macion logica. . En general, esto requiere reemplazar la unificacion por unificacion semantica
o F-unificacion [56, 87, 140]. Sin embargo, la E-unificacion es un problema demasiado dificil,
v sus métodos generales demasiado ineficientes para ser considerada como base del meca-
nismo de computo de un lenguaje de programacion. Por este motivo, la mayor parte de las
propuestas adoptan alguna restriccion sobre los programas de modo que se pueda utilizar
algin procedimiento més eficiente de F-unificacion. Este procedimiento es, en casi todos
los casos, estrechamiento (‘narrowing’). El estrechamiento, tal como fue propuesto en [142],
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sigue siendo una regla demasiado ineficiente, mas adecuada para la demostracion automética
que para un lenguaje de programacion. Sucesivos refinamientos del estrechamiento, y muy en
particular el estrechamiento basico (‘basic narrowing’) [77, 124, 111] y sus muchas variantes,
persiguen el objetivo de reducir el espacio de biusqueda, a costa posiblemente de imponer
restricciones adicionales a los sistemas de reescritura. Una de las restricciones consideradas
como razonables para un lenguaje de programacion es la disciplina de constructoras [125],
por la que el conjunto de simbolos de funcion se divide en dos: simbolos de constructora,
para los que no hay reglas, y simbolos de funcion propiamente dichos.

El nimero de variantes del estrechamiento que se han propuesto es casi tan elevado
como el nimero de lenguajes propuestos. En [69] se citan hasta 18 tipos distintos de es-
trechamiento (mas aiin si se incluyen aquellos lenguajes que, como K-LEAF [99, 58] simulan
estrechamiento mediante resolucion). De los posibles criterios para clasificar tan abultada
coleccion de lenguajes y mecanismos operacionales, nos interesa destacar un aspecto: mu-
chos de los lenguajes asumen terminacion de los sistemas de reescritura que constituyen los
programas, para garantizar la completitud (de la variante) del estrechamiento que utilizan,
normalmente derivada del estrechamiento bdsico. En general, en estos casos, la semantica
operacional se corresponde con lo que seria evaluacién impaciente en un lenguaje funcional,
y la semdntica declarativa hace referencia a (posiblemente algin cociente de) el universo de
Herbrand de los términos (drboles) finitos.

Otros lenguajes eluden la condicidén de terminacion, para poder capturar la idea de eva-
luacion perezosa y los computos con estructuras de datos infinitos, caracteristicos de mu-
chos lenguajes funcionales modernos [75]. Como contrapartida, otras restricciones  como
disciplina de constructoras, linealidad por la izquierda, no ambigiiedad  son impuestas
[58, 63, 118]. Un ejemplo de ello es el lenguaje BABFEL [117, 114, 118], que puede en-
cuadrarse en la categoria de los lenguajes 16gico-funcionales al estilo de Reddy [131, 132], que
utilizan sintaxis funcional y, lo que es mas importante, estrechamiento perezoso como meca-
nismo de computo. El estrechamiento perezoso retrasa la evaluacion de los argumentos de
una funcion hasta que son realmente necesarios para calcular el resultado de la llamada a la
funcién. T.os mismos principios de evaluacion perezosa, en este caso simulando estrechamiento
perezoso mediante resolucion, sigue K-LFEAF [99, 58]. K-LFAFy BABFEIL comparten una
semantica declarativa de modelo minimo basada en dominios de Scott [138], y mas en par-
ticular, en el universo de Herbrand infinitario, que consta de los arboles finitos o infinitos,
total o parcialmente definidos, construidos por medio de un conjunto de constructoras, mas
un elemento L indefinido anadido. l.as interpretaciones dan significado a las funciones como
funciones continuas (en el sentido de la teoria de dominios). Debido a la semdntica, se dis-
tingue entre la igualdad ‘verdadera’ (=) en el dominio, que no es continua, y una igualdad
estricta o continua ==, que es la que puede aparecer en los lados derechos de las reglas.
Tanto en K-LEAF como en BABF, se supone == definida a través de una serie de reglas,
que fuerzan a su interpretacién como igualdad estricta. El lenguaje SFT [63, 64, 61] com-
parte muchas caracteristicas con BABF,. l.as principales diferencias estriban en que SFL
incorpora variables légicas de orden superior, y la igualdad estricta esta tratada como una
primitiva predefinida, y no como una funcién mas definida a través de reglas. T.a semantica
operacional esta al cargo directo de == mediante reglas de transformacion especificas.

En cuanto a las propuestas de implementacion de lenguajes logico-funcionales, los enfoques
mas habituales seguidos se recogen en la siguiente clasificacion:
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e Traduccién (o compilacién) a otro lenguaje declarativo, usualmente Prolog. T.as técni-
cas utilizadas se pueden considerar descendientes de algunas propuestas mas antiguas
para hacer algin tipo de evaluacién perezosa en Prolog [122, 123]. Tmplementaciones
basadas en compilacién a Prolog se describen en [28, 86, 103, 7, 8].

e Desarrollo de maquinas abstractas disenadas al efecto. En este caso la variedad de
propuestas es mayor (véanse [29, 69] como ‘surveys’ sobre el tema). Se pueden agrupar
en dos grandes familias:

— Extension de maquinas para lenguajes ldgicos  lo que en la practica equivale
a decir extension de la maquina abstracta de Warren (WAM) [148, 1]  para
incorporar capacidades funcionales. Ejemplos de ello son [19, 68, 119].

— Extension de maquinas para lenguajes funcionales [127] para incorporar capaci-
dades légicas (unificacién y ‘backtracking’). Ejemplos de ello son [91, 116, 102, 25,
149, 101].

I.a incorporacion plena de capacidades de orden superior en los lenguajes logico fun-
cionales, de modo que se disponga no sélo de funciones de orden superior, sino también de
variables logicas de orden superior, ha sido tratada en muchas menos ocasiones.

El lenguaje A-Prolog [112, 121] extiende Prolog con variables l6gicas de orden superior,
A-expresiones y unificacion de orden superior. FEl lenguaje estd fundado en el fragmento
de Horn de una ldgica de orden superior, mucho mas potente, que combina la logica de
predicados con con el A-cdlculo con tipos. El lenguaje hace énfasis en la componente logica,
en detrimento de los aspectos funcionales; en particular, no se contempla la posibilidad de
definir funciones de modo recursivo.

En el lenguaje logico-funcional de orden superior TDF AL [20, 11] se pueden definir fun-
ciones mediante reglas condicionales y predicados mediante clausulas definidas. Tanto para
la semantica como para la implementacion, TDF AL se remite al lenguaje de primer orden
K-LEAF[99, 58], a través de una traduccion que sigue las ideas de Warren en [147].

Un tratamiento mas completo del orden superior en programacion ldgico-funcional se da
en el lenguaje SF [62, 63, 64, 61], cuyos programas son sistemas de reescritura aplicativos
condicionales, que siguen la disciplina de constructoras y admiten variables extra en las
condiciones. A diferencia de IDF AL, SFI dispone de semanticas declarativa y operacional
de orden superior, con resultados de correccién y completitud, compatibles ademas con una
traduccion a primer orden al estilo de Warren, que puede ser probada también correcta y
completa [60, 61].

1.3 Programacion légico funcional con restricciones

Aunque la inclusion de restricciones como parte de un lenguaje de programacion parece ligada
de modo més natural al espiritu de la programacion légica que al de la programacion funcional,
existen propuestas para la combinacion FP 4+ CP, para obtener programacion funcional con
restricciones (CFP). Conocemos dos al respecto.

En [39] se propone una modificacion del esquema de Héfeld-Smolka [73] como base para
la programacién funcional con restricciones, desarrollando un esquema C'F'P(X) al estilo de
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C'LP(X). Sin embargo, las funciones son indeterministas (sus valores son conjuntos), y el

lenguaje es de primer orden, por lo que en definitiva puede considerarse que una funcion
C'FP(X) es una variante sintdctica de un predicado de C'LP(X).

Otra propuesta que puede servir como base para CFP es el A-cidlculo con restricciones
(constrained A-calculus) de [37, 110]. Es una extension del A-calculo que incorpora a la sintaxis
la posibilidad del uso de restricciones, asi como una regla de reduccion que, en caso de que
una restriccion determine funcionalmente los valores de algunas variables, permite sustituir
éstas por aquellos. Se imponen condiciones muy fuertes para garantizar la propiedad de
Church-Rosser del sistema. Ademads, las funciones definidas son estrictas.

En cuanto a la combinacién Programacion logica + Programacion funcional + Progra-
macion con restricciones (LP + FP 4+ CP), para obtener Programacion légico funcional con
restricciones (CFLP), tampoco abundan las propuestas.

En [41, 42] se propone el paradigma DC'P (Definitional Constraint Programming) para
definir lenguajes logico funcionales con restricciones. DC'P es en realidad un esquema
DCP(X), donde la idea de esquema es la misma que la nuestra, heredada por tanto de
C'LP(X): se obtiene un lenguaje al fijar un sistema de restricciones X determinado. Al
igual que en [73], la nocién de sistema de restricciones hace abstraccién de la sintaxis. En
términos generales, DC'P(X) se define como C'LP(FP(X)), es decir, como una instancia
de C'LP(X) donde la estructura de base se enriquece con nuevas funciones definidas por
medio de un lenguaje funcional, y el lenguaje de restricciones se amplia con ecuaciones entre
F'P(X)-expresiones, a resolver por estrechamiento. En DCP(X) no se permite el uso de res-
tricciones en la definicion de las funciones, con lo que la integracion conseguida estd bastante
limitada. Por otra parte, las propiedades semdnticas del esquema no estdn del todo aclaradas
en los trabajos citados.

En [120] se presenta el lenguaje C'FLP—1, definido como una extension del A-célculo para
incluir variables légicas, elecciones no deterministas y restricciones. La extension estd ins-
pirada en el A-calculo con restricciones de [37, 110], con quien comparte algunas de sus
limitaciones, en particular la naturaleza estricta de las funciones. Como estructuras de base
se consideran modelos iniciales de especificaciones algebraicas. .os modelos estan restringi-
dos a ser dlgebras generadas por términos (term generated). Tos autores alegan para ello
que no tiene interés considerar dominios de base en los que hay elementos no representables
como términos; pero uno de los aspectos importantes de las restricciones es su capacidad para
representar implicitamente elementos del dominio, que no tienen por qué poderse representar
como términos. Por ejemplo, la restriccion X « X = 2, X > 0 representa implicitamente en
CLP(R) al nimero V2, que no es representable como término en el lenguaje. Asimismo,
en Prolog I1, la restriccion X = s( X)) representa un arbol racional infinito, que no es repre-
sentable como término. Como vemos, dos de los lenguajes con restricciones mas representa-
tivos incumplen el requisito pedido en CFLP — .. En cuanto a la semantica del lenguaje,
se proporciona una semdntica de continuaciones (continuation semantics) que determina la
semdntica operacional. No se aporta semdntica declarativa.

En [107] se presenta por vez primera nuestra propuesta de integracion para CFLP a
través del esquema C'FLP(X). Si bien los fundamentos de la semantica declarativa quedan
alli establecidos con precision, no ocurre lo mismo con los aspectos operacionales, que estan
limitados al caso, muy particular, de que los dominios de base sean cpo’s planos y todas las
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funciones, tanto primitivas como definidas, sean estrictas. El estudio del estrechamiento por
restricciones para el caso general dominios de Scott cualesquiera como soportes y funciones
posiblemente no estrictas  se realiza en [105]. Sin embargo, en este trabajo no se aborda
la cuestion de la combinacion del estrechamiento por restricciones con algin mecanismo, es-
pecifico de la estructura de base, de resolucién con restricciones, con lo que la aplicabilidad
practica del esquema queda en entredicho. La extensién de C'FLP(X) para incluir dicha
combinacién, asi como la aplicacion al lenguaje SF Ly de las propiedades generales del es-
quema, se presentan en [8]. Fse trabajo no contiene ninguna demostracion; es esta memoria
la que da respaldo a los resultados alli contenidos.

Terminamos este apartado citando el interés también creciente que esta despertando el
uso de restricciones en el campo de la reescritura, deduccién ecuacional y, de modo mas
genérico, de la demostracion automdtica [89, 26, 134]. Fstas investigaciones tienen cierta
relacidn con la amalgama LLP + FP + CP, ya que la reescritura y la logica ecuacional forman
parte de los fundamentos de muchas propuestas para la combinacion I.P + FP. Sin embargo,
el interés en esos trabajos se circunscribe a restricciones sobre dominios simbdlicos (términos,
habitualmente), como son igualdad, desigualdad, prioridad segin algiin orden de términos,
etc., estando por tanto alejados de nuestra idea de que la programacion con restricciones
se refiere a computacion sobre dominios predeterminados cualesquiera. Se puede, de todos
modos, descubrir una relacion mas estrecha en algunos trabajos relativos a problemas de
unificacién en dominios combinados [90, 21].
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2 El esquema CFLP(X)

2.1 Estructuras con restricciones

Por simplicidad, consideraremos estructuras sobre una signatura con un sélo género. Una,
signatura es un conjunto de simbolos ¥, cada uno de los cuales tiene una aridad asociada
n > 0. El conjunto de simbolos ¥ lo suponemos dividido como ¥ = F UTI, siendo F y TI
disjuntos. F' es el conjunto de simbolos de funcion primitiva y 11 el de simbolos de predicado
(o relacion) primitivo. Si F™ (11" resp.) es el conjunto de simbolos de F' (11 resp.) de aridad
n, tenemos F =, cn F7" y T =U,en 11"

LLos simbolos de F'y 1T deben ser entendidos como simbolos de funciones (u operaciones)
y predicados (o relaciones) con un significado prefijado y conocido de antemano, definidos
sobre un cierto dominio también prefijado. Dichas funciones y predicados no requieren por
tanto ser definidos, sino que su significado pretendido, y el dominio sobre el que actian,
queda expresado a través de la nocidn de estructura sobre la signatura 3.

Definicién 2.1 (Estru,(:tums con, restri(:(:iones)

Dada una signatura 32, una X estructura con restricciones R es una terna

D, Cp) A rer {p"}pen)

en donde

e Fl conjunto D, con el orden Cp, es un dominio de Scott [138],

o Para cada f € F™, % es una funcién continua (en el sentido de teoria de dominios)
ffPeDx...xD—D

o Para cada p € 1", p™ es una funcién continua (en el sentido de teoria de dominios)
pf D x...x D —— Bool, siendo Bool el dominio {true, 1y,.i}.

Por comodidad suponemos que {true, Ly,,;} es un subdominio de D, es decir, que true € D
Y Lboo = Lp.

Nétese que la continuidad de p” significa que se tiene 7)’?'(.7717 cey@y) = true sy solo
si pR(m7 ..., U,) = true para ciertas aproximaciones finitas u; Cp x,. Expresamos esto
también diciendo que p'* es una relacién continua. Puesto que en el estudio de CFLP(X)
solo haremos algunas referencias marginales al problema de la negacion, podemos interpretar
Lpoor como el valor booleano false, lo que contrasta con el enfoque trivalorado de [95] que
utiliza tres valores logicos {true, false, 14,1} para distinguir la situacién en que se sabe
positivamente que un atomo b es falso del caso en que se desconozca si es cierto o falso.

A continuacidon definiremos el lenguaje de restricciones determinado por una signatura
3. Previamente, indiquemos que la signatura ¥ y un conjunto numerable de wvariables V
permiten definir de la forma habitual los siguientes dominios sintdcticos:

teTr expresiones primitivas cerradas

teTr(V) expresiones primitivas

c € Bnr atomos primitivos cerrados, ¢ = p(ty, ... t,),p € T t; € Tr
¢ € Br,p(V) dtomos primitivos, ¢ = p(ty, ..., t,),p € TI,t; € Tr(V)
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Definicion 2.2 (Restricciones)

Dada una signatura X = F UTI, el conjunto C'ony, de Y restricciones primitivas es el cierre
mediante conjuncion y cuantificacion existencial del conjunto de dtomos B p(V).

Nétese que en una restriccién pueden aparecer variables (de hecho, es lo natural), pero,
por comodidad, en la notacién C'ons hemos omitido la referencia al conjunto de variables V.

Puesto que no contemplamos negacion ni cuantificacion universal, toda restriccion ¢ €
Cony, admite una forma prenexa equivalente de la forma 3X (¢, ..., ¢,), donde ¢; € B g(V)
v la coma ¢, representa la conjuncion. Asumiremos a lo largo del trabajo que las restricciones
estan en esta forma prenexa. Aceptamos también que en Clony esta la restriccion trivialmente
cierta, que notamos por true, aunque suponga un abuso de notacion, pues true estd ya
utilizado para otros propositos. En ocasiones nos serd 1til considerar una conjuncion como
el multiconjunto de las componentes que la integran.

Definicion 2.3 (Valoraciones)

Sea R una X estructura con restricciones. Una valoracion es una aplicacion o @ V. — D.

Cada valoracion « puede extenderse de modo natural a T(V) y B e (V). Dotamos al
conjunto de valoraciones VAL del orden usual

a1 Evar, ag < o (X) Cp az(X), para todoX € V

con el que (VAL,Cy 47,) es un dominio de Scott, cuyos elementos finitos estan caracterizados
del siguiente modo: o € VAL es finita < a(X) es finito, VX € VAa(X) = Lp,VX € V
excepto un nimero finito.

Definicion 2.4 (Satisfaccion de restricciones)

e Una valoracion « satisface (o essolucién de) un dtomo primitivo ¢ (y escribimos o = ¢)
si afe) = true.

e Una valoracion « satisface (o es solucién de) una restriccion primitiva sin cuantifica-
ciones @ = ¢1,. .., ¢, (y escribimos o = ¢) si « |= ¢;, para todo i.

e Una valoracion « satisface (o es solucion de) una restriccion primitiva ¢ = IX (y
escribimos « |= @) si o/ = 1 para alguna valoracion o/ que coincida con o sobre V— X

e [/na restriccion primitiva o es satisfactible si existe o tal que o |= .

Obsérvese que, aunque técnicamente suponemos que una valoracion esta definida sobre
el conjunto V de todas las variables, con la definicion anterior es claro que para tener o = ¢
solo es relevante el valor de a sobre las variables libres de .

Debemos asumir, para que el lenguaje que estemos definiendo tenga interés, que la satis-
factibilidad de una restriccion puede ser verificada de forma efectiva por algiin mecanismo
de resolucion de restricciones. A pesar de ello, gran parte del estudio de las propiedades
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del esquema C'F'L.P(X) no dependen de este hecho, por lo que de momento no necesitamos
extendernos més sobre el tema. Mds adelante analizaremos el papel que puede jugar en los
computos un tal mecanismo de resolucion de restricciones, asi como algunas propiedades que
debe cumplir para poder esperar un buen comportamiento del sistema de computo.

2.2 Definicién de nuevas funciones. ('F'[.P-programas

Dada una signatura ¥ = F'UTI, consideremos una nueva signatura A de modo que ANY. = (.
lL.os simbolos de A deben ser entendidos como simbolos de funciones no primitivas, cuyo
significado debe ser definido por el usuario como se indica a continuacion. l.a nueva signatura
agranda los dominios sintdcticos a

e € Trua(V) Expresiones
b€ Brirua(V) Atomos
p € Consyua Restricciones

Puesto que los inicos simbolos de predicado de los que disponemos son los primitivos de
IT, todos los atomos de que consta una restriccion ¢ € C'ongua son de la forma

p(eh' - '7677,)7 p e ﬂ7 €; € TFUA(V)

Noétese la posibilidad de que los argumentos de un atomo tengan subexpresiones no primitivas.

[L.os simbolos no primitivos se definen mediante reglas condicionales con restricciones. Fn
concreto

Definicion 2.5 (Reglas. Programas)

e [Una regla para f € A es de la forma
f(X],...,Xn) = € = 2
donde

1. Xq,...,X,, son variables distintas
2. e € TFuA (V)
3. p € Consua

e [/n programa para A es un conjunto finito de reglas para los simbolos de A.
f(X1,...,X,,) es la cabeza de la regla, e el cuerpo y ¢ la restriccion. Nétese que en el

cuerpo y la restriccion de una regla pueden aparecer funciones no primitivas. Aceptaremos
f(X1,...,X,) = e como abreviatura de

f(Xq, ..., X)) = e<=true

A falta por supuesto de dotar a las reglas de un programa de una semdntica decla-
rativa precisa, podemos de momento proporcionar la siguiente lectura légica a una regla
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f(Xq, ... X)) =e<= @ “f(Xy,..., X,,) es igual a (mds precisamente, estd aproximado por)
e si se verifica la condicion ¢’.

No imponemos en principio ninguna condicion sintactica adicional sobre las reglas de un
programa, como podrian ser ‘inexistencia de variables libres en el cuerpo de una regla’ o ‘no
ambigiiedad del conjunto de reglas correspondientes a un mismo simbolo’. El motivo es que
queremos estudiar con la maxima generalidad en qué condiciones podemos dar ‘significado’
a un programa. Como veremos, para ello sélo sera requerida una condicion semantica muy
general de consistencia del programa.

Nétese también que, a diferencia de la presentacion del esquema que se hace en [107, 105],
no contemplamos explicitamente la posibilidad de definir predicados no primitivos. Ello no
supone realmente pérdida de generalidad, pues un predicado p puede definirse mediante reglas
de la forma

p(X1, .., Xy) =true < @

para las que podriamos usar notacién clausal
p(Xy, . X))t~

Existe ademas la posibilidad de incluir en la restriccion de una regla condiciones de la

forma
pler, ... e,) == true
que podriamos abreviar a
])(61 [EEEEIE en)
Estamos asumiendo aqui que entre los simbolos de TT disponemos de algin tipo de igualdad
==. De no ser asi, definirfamos == como igualdad estricta para el subdominio Bool, es
decir: (x == y) = true si y solo si @ = y = true.

2.3 Algunas instancias de CFLP(X)

En este apartado estudiamos algunas instancias de C'F'ILP(X), poniendo de manifiesto como
el esquema es una generalizacion de otros paradigmas de programacion declarativa, que se
convierten en casos particulares de aquél.

2.3.1 Programacién légica como instancia de C'F'LLP(X)

Un programa légico sobre una signatura de constructoras * CS = [JCS™ que defina un
conjunto de predicados A puede entenderse como un programa en la instancia CFLP(Hes)
definida como sigue:

e Como signatura de base consideramos ¥ = CS U {==} 5.

“Fn el contexto de la programacién légica relacional lo habitual es llamar ‘simbolos de fumcién’ a lo que
aqui llamamos ‘constructoras’, ya que no se contempla la posibilidad de mas funciones que las libres para
construir términos.

5Fn todas las instancias del esquema utilizaremos == como simbolo de la igualdad, porque su interpretacién
nunca va a poder ser la ignaldad = ‘de verdad‘, que no es continua en ningtim dominio no trivial.
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e El dominio Hes, de la Y-estructura de base es la extension a cpo plano del universo de
Herbrand Hes definido por CS, al que anadimos un elemento indefinido L. Kl universo
de Herbrand H¢s es el conjunto de los términos sin variables  equivalentemente, drboles
finitos  Tes. El orden en Hes, viene dado, como en toda extension de un conjunto a
cpo plano, por

aCbe (a=_L1LVa=10b), paratodos a,b € Hes,

e T.os simbolos primitivos de ¥ = CS U {==} estan interpretados por las extensiones
estrictas de las constructoras libres de CS y la igualdad ¢ en Hes, respectivamente.

e l.as reglas del programa logico, que serdn de la forma

])(f],...,fn) : 7b17...7bm1.
siendo p € A, t; términos, b; dtomos, deben transformarse en la C'F'1 P-regla

(X1, .., X)) =true <= Xy ==t,..., X, == t,,
by == true,..., b, == true

que considera al predicado p como una funcion ‘booleana’ que toma el valor true para
los argumentos en los que el predicado p se verifica, y el valor L para el resto (incluido
el L anadido al dominio).

Obsérvese que la unificacion esta contemplada como un problema de resolucién de restriccio-
nes: la unificacion de un argumento X; con el término t; se expresa mediante la restriccion
X; == t;. Fl que de modo adicional el dtomo b; en el cuerpo de una regla se transforme
en la restriccion b; == true es menos relevante. Se debe simplemente al hecho ya comen-
tado de que la sintaxis propuesta requiere que las condiciones de una regla sean restricciones
expresadas mediante los predicados primitivos. Por comodidad, aceptamos en lo que sigue
la sintaxis de ‘programa légico’ como una abreviatura para la sintaxis de las C'F'L P-reglas

correspondientes.

Introducimos a continuacién un ejemplo concreto que nos servird para comparar como
algunos lenguajes declarativos se pueden considerar como instancias del esquema C'FLP(X).

Ejemplo 2.1

El ejemplo consiste simplemente en programar un autdémata que reconozca el lenguaje
(ab)*. El autémata dispone de tres estados s, Sy, Spo  que representan respectivamente ‘se
espera una a’, ‘se espera una b’y ‘rechazar’. El estado s, es el inicial y el inico aceptador.
.as transiciones son las obvias.

Una forma natural de escribir un programa légico para el automata es la siguiente, si
suponemos que la entrada estd representada como una lista y los estados como constantes.

fT.a extensién estricta == de la ignaldad = en Hces vendra dada por: (z == y) = true si y solo si x,y son
iguales y distintos de L; en otro caso, (r ==y) = L.
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aceptar(L) : —inicial(Sy), recorrer(L, Sy, S,), aceptador(S,,).

recorrer([],S,9).
recorrer([X | Xs],S,S,) : —delta(X, S, S), recorrer(Xs, Sy, S,).

delta(a, s,, sp). delta(b, s,, $no)-
delta(a, sp, Sno)- delta(b, sp, 8,).
delta(a, Spoy Sno)- delta(b, S50, Sno)-
inicial(s,).

aceptador(s,).

Con las convenciones sintacticas indicadas mas arriba, el programa anterior es un C'F L P-
programa.

Es interesante comentar que el hecho de considerar la programacidn légica como instancia
de CFLP(X) nos proporciona de modo inmediato mayores recursos expresivos, ya que se
pueden definir funciones, y no solamente ‘predicados’ (funciones con valor true). En el
programa anterior es posiblemente mas natural considerar los predicados recorrer/3, delta/3
como funciones recorrer/2,delta/2 definidas por las reglas

recorrer([],5) = S.
recorrer([X | Xs],S) = recorrer(Xs,delta(X,S)).

delta(a, s,) = sp. delta(b, s,) = Spo-
delta(a, sp) = Sno- delta(b, sp) = s4.
delta(a, $p0) = Sno- delta(b, $,5) = Sno-

y redefinir aceptar/1 como

aceptar(L) 1 —inicial(Sy), aceptador(recorrer (L, Sp)).

Nétese sin embargo que las funciones que se definan serdn funciones estrictas (pues las
condiciones X; == 1; que reemplazan a la unificacion de X; con #; no se satisfacen si X; = L),
v que en definitiva esta posibilidad de definir funciones podria perfectamente considerarse a
su vez, como una facilidad sintactica en el marco de la programacion ldgica relacional. De
todos modos, similares ampliaciones de Prolog con funciones estrictas han sido objeto de
algunas investigaciones [91] que intentan sacar provecho en la implementacion del cardcter
funcional del lenguaje. Como detalle marginal indiquemos que la semantica declarativa del

lenguaje obtenido queda bien establecida, al ser heredada de la que vamos a desarrollar en
general para CFLP(X).
&

2.3.2 CFLP(X) como generalizaciéon del esquema C'LP(X)

El esquema C'LP(X) [78, 79, 81] es una generalizacion de la programacién légica, que se
convierte en una instancia de aquél. Mostramos aqui, siguiendo pautas muy similares a las
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del apartado anterior, cémo toda instancia de C'LP(X), definida de acuerdo con [78, 79],
puede considerarse como instancia de CFLP(X).

Asumimos pues una instancia CLP(R), en la que esta fijada una signatura de base
3 = FUII que consta, como en nuestro caso, de sendos conjuntos de simbolos de funciones
primitivas F y predicados primitivos Il. Suele requerirse, aunque no es esencial, que en Il
haya un simbolo de igualdad ==. R es una Y-estructura (en el sentido de C'LL P), que consta
de un dominio D (el dominio de computo) e interpretaciones fijas para los simbolos de 3
como funciones y predicados (relaciones) sobre D.

La instancia C'LP(R) puede convertirse en una instancia CFLP(R ), sin mds que con-
siderar la misma signatura 3 (anadiendo la constante true si es preciso), y la Y-estructura (en
el sentido de CFLP) CFLP(R L) que tiene por dominio D la extension a cpo plano de D
v que interpreta los simbolos primitivos como las extensiones estrictas de las intepretaciones
correspondientes en R.

[L.a correspondencia entre programas en ambos marcos es casi inmediata: una C'I P-regla
para un predicado definido tiene la forma

p(Xiy .oy X))t =byy oo by 00

siendo los b; atomos encabezados por predicados definidos y ¢ una restriccion primitiva. lLa
correspondiente C'F'I, P-regla serd

p(X1, ..oy Xo) =true <= by == true,... b, == true, ¢

para la que podriamos aceptar, como anteriormente, la sintaxis de ‘programa ldgico’

P(Xy oy X))t =byy e b, @

resultando practicamente idéntica a la regla original.

Al igual que en el caso de la programacion légica, trasladar una instancia de CLP a
C'FLP nos proporciona de manera ‘gratuita’ la posibilidad de definir funciones (que seran,
como entonces, estrictas).

Un lenguaje interesante que puede obtenerse como instancia de C'LP(X), y por tanto de
nuestro esquema C'FLP(X), es PROLOG IT[31, 32, 33]. PROLOG II puede caracterizarse
como la instancia CLP(RTCSU{::#}), en la que el dominio de computo es el conjunto RT
de los arboles regulares sobre un conjunto de constructoras CS, sobre el que se dispone de los
predicados primitivos de igualdad y desigualdad, que son decidibles en este dominio [32, 108].
Noétese que en el dominio plano RT | que consideramos al pasar al marco C'FLP, todos los
elementos son finitos (respecto al orden del dominio) aun cuando sean drboles infinitos, y que
las operaciones primitivas son estrictas.

Modifiquemos, para aprovechar las posibilidades de PROLOG I, el ejemplo 2.1 del
automata  que, por cierto, es una ligera modificacion de un ejemplo propuesto por Col-
merauer [31] . En lugar de utilizar constantes, representamos un estado S del autémata
como un término estructurado est(St, St’, SiNo), donde St es la representacion del estado al
que se llega si la entrada es a, St' el correspondiente para entrada b, y SiNo puede ser si o
no, indicando si el estado es aceptador o no.
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Con esta representacion no es necesario hacer explicita mediante reglas la funcién de
transicion, pues toda la informacién necesaria estd incluida en la representacion de los estados
(en la del inicial, p. ej.). Las siguientes reglas constituyen un programa PROLOG IT para
el autémata, y un programa en C'F'I P, si adoptamos las facilidades sintacticas del apartado
2.3.1.

aceptar(L) : —inicial(Sy), recorrer(L, Sy, S,), aceptador(S,,).

7777(‘7(]](51,,) L= Sa == 6.9f(Aq67 Snoy 87:)7
Sb _—= 6375(5177,07 Sav 77/0),
Sno —_— eSf(Sno, Snov 77/0) -

recorrer([], S, 9’)
recorrer([a | Xs],est(S,_,_),9,) : —recorrer(Xs,S,59,).
recorrer([b| Xs],est(,,S,-),5,) : —recorrer(Xs,S,5,).

aceptador(est(_, _, si)).

Noétese que 5,, 95, etc en las reglas anteriores son variables, y que es el predicado inicial
el que define, a través de las restricciones en el cuerpo de su regla, la representacion para
el estado inicial explicada arriba. Pero es necesario disponer de arboles regulares, pues las
condiciones impuestas a .9,, 55, 9., en esa clausula admiten como solucidon arboles regulares
infinitos. La unificacion sintactica habitual para términos fallaria por el ‘occur-check’.

Para terminar con este apartado, recordemos que en nuestro esquema tenemos la posibi-
lidad de programar en lo que en este caso podriamos llamar PROLOG II con funciones. Por
ejemplo, parece mas natural definir recorrer como funcion mediante las reglas

recorrer([],9) = S.
recorrer([a| Xs],est(S,_,_)) = recorrer(Xs,S).
recorrer([b| Xs],est(_,S,.)) = recorrer(Xs,S).

2.3.3 Programacién légico-funcional

Bajo el nombre de ‘programacion légico-funcional’ pueden encuadrarse muchos lenguajes
(véase la seccidon 1.2) que resultan de combinar las caracteristicas de ambos paradigmas. De
entre ellos, destacamos K-LEAF [99, 58], BABFEL [117, 114, 118] y SFL [63, 64, 61] como
los mas proximos a las ideas sobre las que reposa nuestro esquema C'FLP(X). Usaremos
en concreto SFL 7 como lenguaje de referencia para el resto de este apartado. La nocién
de programacion logico-funcional (de primer orden y perezosa) que proporciona SF'I, puede
ser considerada como en las instancias anteriores como programacion sobre un dominio
de arboles; pero en este caso la nocién adecuada de drbol viene dada por los elementos del

constituido por el conjunto de los arboles finitos o infinitos, total o parcialmente definidos,
construidos con ayuda de las constructoras mas un elemento | anadido.

En SFI, la forma de definir arboles infinitos es en cierto modo complementaria de la
de Prolog TI: podemos definir funciones para este propdsito, pero no predicados definidos

T2 , . . .,
Mas exactamente, tomamos aqui como referencia el fragmento de primer orden de SF'.. T.a programacion
de orden superior se considera en la seccidn 2.3.4, mas adelante.
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por un conjunto de ecuaciones. Kl motivo de ello es que la igualdad en el dominio H no es
computable. Aunque més adelante trataremos con mas detalle el problema de la igualdad,
indiquemos aqui que una nocion natural de igualdad que se puede considerar para ser utilizada
en las condiciones de las reglas es la igualdad estricta ==: t == s si y solo si los arboles
ty s son idénticos, finitos y totalmente definidos (no contienen 1). Con esta igualdad las
condiciones de, p. €j., la regla para inicialen el apartado 2.3.2 no admiten solucién. De hecho,
ningin conjunto de ecuaciones escritas con == admite como soluciones arboles infinitos, y
més en general, las soluciones de una restriccion continua en este dominio no pueden ser solo
arboles infinitos.

Ahora bien, en lugar de intentar definir arboles infinitos por medio de restricciones, pode-
mos definir funciones cuyos valores sean dichos drboles infinitos, obtenidos como limites de
aproximaciones finitas. Por ejemplo, los arboles infinitos que en el caso de Prolog Il repre-
sentaban a los estados en nuestro ejemplo del autémata, pueden obtenerse ahora como valores
de las funciones (no constructoras) constantes s,, Sp, $,, definidas por las reglas

Sq = €5t(Sp, Spo, S1).
Sp = €81(Snoy Sas NO).
Spo = €St(Snoy Snos NO).

Por aplicacion de estas reglas se irian ‘construyendo’ aproximaciones cuyos limites serian
los valores denotados por s,, sp, S,.,, que resultarian ser los mismos arboles infinitos que se
obtenian en el caso de Prolog I1. Obsérvese que si las mismas reglas se utilizan en la extension
funcional de Prolog Il descrita en 2.3.2, las funciones s,, S, S5, quedarian indefinidas, debido
a la naturaleza estricta que en ese caso tienen las constructoras, y que es heredada por las
funciones definidas.

Fl resto de nuestro programa ejemplo podria quedar en SFI, como sigue &
aceptar(L) : —aceptador(recorrer(L, s,)).
aceptador(est(S, Sy, si)).

recorrer([],5) = S.
recorrer([a | Xs],est(S, Sy, Flag)) = recorrer(Xs, S).
recorrer([b| X s, est(Sy,9, Flag)) = recorrer(Xs, ).

que podrian ser incluso C'F L. P-reglas si, como en anteriores ocasiones, aceptamos como fa-
cilidades sintacticas la notacién de clausulas para abreviar la definicién de ‘predicados’ como
funciones con valor true, y el uso de patrones en las cabezas de las reglas para expresar un
problema de unificacion. En este caso, sin embargo, la cuestion de la unificacion requiere un
analisis mds cuidadoso, como discutimos a continuacién.

Consideremos, por ejemplo, la segunda regla para recorrer. En las dos instancias estudia-
das en 2.3.1 y 2.3.2, deberfamos considerar dicha regla como abreviatura de la C'F'I, P-regla,

recorrer(l, St) = recorrer(Xs,S) < L == [a| Xs], St == est(S, Sy, Flag).

#1.as clausulas estilo Prolog no se admiten directamente en la sintaxis de SFT., pero pueden considerarse
como una facilidad sintactica, exactamente igual que hacemos para CFLP(X).
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en la que la unificacién de los argumentos I, St con los patrones [a | Xs] y est(S, 5, Flag)
estd expresada a través de las ecuaciones

], == I:(], | XSL S’t == eSf(S, S’]7 Fl(l(])

de la condicion de la regla.

Pero recordemos que en SF'IL la igualdad == debe interpretarse como igualdad estricta
en el sentido de que

t == s < t, s son idénticos, finitos y totales

v sin embargo, para la naturaleza perezosa del lenguaje es crucial el hecho de que la unifi-
cacion pueda tener éxito incluso en presencia de argumentos que denoten objetos infinitos.
Utilizando == para expresar la unificacion, resultaria en nuestro ejemplo que la regla indicada
no es aplicable a la expresion recorrer([a, b], s,), pues la condicién s, == est(S, 51, Flag) no
puede ser satisfecha al denotar s, un drbol infinito. Puesto que las otras reglas de recorrer
tampoco serian aplicables, recorrer([a, b, s,) quedaria indefinido, y también aceptar([a,b]),
en contra de lo pretendido.

.o que nos vendria bien, en realidad, es expresar la unificacion mediante la igualdad ‘de
verdad’ =. Nuestra regla ejemplo quedaria traducida por

recorrer(L, St) = recorrer(Xs,S) < L = [a| Xs],St = est(S, Sy, Flag).

En este caso la condicion St = est(S, Sy, Flag) esta por una parte indicando que St debe ser
un drbol de la forma est(S, Sy, Flag) para ciertos valores (posiblemente infinitos o parciales)
de S, Sy, Flag, y por otra determinando de manera univoca dichos valores S, Sy, Flag (de los
cuales sélo uno, S, es usado en el resto de la regla).

El problema es que, como ya hemos dicho, la igualdad = en el universo de Herbrand
infinitario no es continua (no es, de hecho, computable). No podemos resolver este problema
al convertir SF'L en una instancia de CFLP(X) intentando dar a la igualdad == un
significado continuo mas proximo a =, pues puede probarse que con la definicion dada ==
es la maxima aproximacion continua a la igualdad en el dominio H.

Para expresar la unificacion de forma continua, necesitamos introducir nuevas operaciones
predefinidas que desempenen el doble papel que juega la unificacion: seleccion de alternati-
vas (condiciones de aplicabilidad de las reglas) y acceso a componentes de los argumentos.
FEstas operaciones predefinidas van a ser funciones selectoras de las componentes de arboles
y predicados reconocedores del aspecto mas externo de los arboles. Funciones y predicados de
este estilo forman parte de la propia sintaxis de algin lenguaje logico-funcional [141].

Para nuestra regla ejemplo  la segunda de recorrer |, necesitariamos

e Predicados reconocedores: is_cons,is_a,1s_est, todos ellos de aridad 1, que se verifi-
can cuando el argumento es un arbol cuya constructora raiz es la correspondiente al
predicado.

e Funciones selectoras: consy, conss, esty, estq, ests, también de aridad 1, que devuelven
la componente del argumento indicada por el nimero, si es que el argumento estd en-
cabezado por la constructora correspondiente.
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Antes de dar definiciones mas precisas, indiquemos que nuestra regla ejemplo
recorrer([a | Xs],est(S, Sy, Flag)) = recorrer(Xs, S).
podria considerarse como abreviatura sintactica de la C'F'I, P-regla,

recorrer(l, St) = recorrer(consa (L), est(St)) <
is_cons(L),is_a(cons (L)), is_est(St).

Algunas observaciones:

e [.a aparicién de constructoras en los patrones de la cabeza se corresponde con el uso de
los reconocedores 1s_c en la restriccion.

e [.as variables de los patrones que se usen también en el lado derecho de la regla (X's, S
en el ejemplo) requieren el uso de las selectoras . Quedan asi cubiertos los dos papeles
comentados de la unificacion.

e Para las constructoras ¢ constantes (de aridad 0) no hay inconveniente en usar la igual-
dad == en lugar del reconocedor is_c. En el ejemplo, la condicion is_a(cons, (L)) puede
reemplazarse por cons, (L) == a.

e Para que la unificacion con los patrones de una regla pueda ser expresada tal como se
ha esbozado, es importante que los patrones sean lineales, es decir, que no aparezcan
variables repetidas en la cabeza de la regla. En efecto, si nuestra regla ejemplo fuese

recorrer([a| Xs], est(S, S, Flag)) = recorrer(X s, 5).

donde el patrén est(S, S, Flag) pretendiese significar que el segundo argumento ha de

ser un arbol de la forma est(ty,t9, f) con t1 = to (pero posiblemente infinitos), no
tendriamos forma de indicar este hecho mediante las operaciones continuas de que
disponemos ?. Esto no afecta a la validez de nuestra propuesta, pues la condicién de

linealidad de las cabezas es de hecho exigida a los programas SF'L.

Continuando ain con nuestro ejemplo, ésta seria la ‘traduccion’ a C'FL P del programa
completo
Sq = €St(Sp,y Sno, S1).
Sp = €St(Spo, Sa, NO).

Spo = €81 (Sno, Spo, N0).
aceptar(L) : —aceptador(recorrer(l, s,)).
aceptador(St) 1 —is_est(St), is_si(ests(St)).

recorrer(l,S) =8 < isnil(L).
recorrer(l, St) = recorrer(consa (L), est(St)) <
St).
,esty(St)) <

St).

—_— —

is_cons(L),is_a(cons (L)), is_est
recorrer(l, St) = recorrer(consa (L
is_cons(L),isb(cons, (L)), is_est

P

9 cre e . . . . . .
Si la condicién que se pretende expresar es la igualdad estricta 1 == f2, no habria ningiin inconveniente,
vy simplemente aceptariamos la repeticion de variables en la cabeza como una facilidad sintictica mas.
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donde hemos usado la notacion de cldusulas para definir predicados, cuyo significado ya hemos
establecido para cualquier instancia del esquema.

En general, un programa SFI, sobre una signatura de constructoras CS = [JCS” puede
entenderse como un programa en la instancia CFLP(H¢s) definida como sigue:

e Como signatura de base consideramos > = F U I, siendo
F=CSU{cp:cecCS", 1 <k<n}

M={=}U{isc:celS}

Como en anteriores ocasiones, suponemos que CS dispone de la constante true para
expresar el valor de los predicados definidos por el programa.

e El dominio de base es el universo de Herbrand infinitario Hes definido por CS U { L},
es decir, el conjunto de los arboles finitos o infinitos, total o parcialmente definidos,
construidos con ayuda de CSU{ L}. El orden en Hes es el menor orden C que verifica

— L CtVteHes
—c€CS" HHE s, t, Esy = c(tr,..oytn) Ce(sy .., 8).
Con este orden los elementos finitos del dominio son los arboles finitos, y los elementos

totales son los arboles totalmente definidos, es decir, los que no contienen L en sus
hojas.

e [.0s simbolos de CS estdn interpretados como constructoras libres no estrictas, y los
simbolos ¢ como las funciones selectoras

() _{ th  sit=c(ty, ...t

1 e.o.c.

e El simbolo == se interpreta como la igualdad estricta

(th ==

h) = true  si ty,ty son iguales, finitos y totales
2T Ay e.o.c.

v los simbolos is_¢ como los predicados reconocedores

is_c(t) =

true  sit=c(ty,..., 1)
Lpoor e€.0.c.

Es facil comprobar que todas las operaciones primitivas son continuas.
e l.as reglas del programa SFL se transforman en reglas para la instancia CFLP(Hes)

de acuerdo con las ideas apuntadas en el ejemplo anterior.

En la segunda parte de este trabajo (véase el capitulo 5) analizaremos con detalle el
proceso de traduccion. Es mas, veremos que tiene una relaciéon muy estrecha con la traduccion
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‘no continua’ que utilizaba igualdades X = ¢ para expresar la unificacion del argumento X
con el patron t. Esto justificara ese uso restringido de la igualdad no continua =.

Digamos, para terminar, que toda la segunda parte de este trabajo sera dedicada al
estudio de una generalizacion de esta instancia, en la que consideraremos como restricciones
primitivas sobre los drboles inifinitos no sélo la igualdad == ya definida, sino también una
restriccion de desigualdad =~=. T.a condicién @ == y expresard que = e y son inconsistentes
en H, es decir, que discrepan en alguna constructora en una misma posicion. Utilizaremos
esta instancia ampliada, llamémosla C'FLP(Hx) , en algunos ejemplos.

2.3.4 Programacién légico-funcional de orden superior

El enfoque dado en [62, 63, 64, 60, 61] a la programacion logico-funcional de orden superior
permite considerar ésta como un asunto de primer orden, tando desde el punto sintactico como
semdntico, lo que nos va a permitir caracterizarla como una instancia de nuestro esquema.

Comencemos por especificar el dominio de computo que corresponde a un programa que
utiliza un conjunto de simbolos de constructoras CS = (J,cny CS” y define un conjunto de
simbolos de funciones no libres I = (J,cn . Consideramos como dominio de base el
Universo de Herbrand PHs de los patrones parciales (posiblemente infinitos) determinado
por ¥ = CS U F. PHsyx, puede ser definido como el universo de Herbrand infinitario (en el
sentido de 2.3.3) Hy» determinado por la signatura

Y= J{Fcecsm o<k <nyu J{fFfeFm0<k<n}
neN neN

en la que se distinguen con simbolos distintos los distintos ‘grados’ en que se pueden aplicar
los simbolos de CS y F' (total o parcialmente para el caso de CS, sélo parcialmente en el de

F).

Podriamos decir que el dominio PHy da significado a los términos construidos y a las
aplicaciones parciales de simbolos de F. Sera la semantica declarativa del programa la que
se encargard de dotar de significado a las aplicaciones totales de los simbolos de F' (a través
de las reglas que los definan). Observemos que aunque el dominio estd determinado por
CS U F, y por tanto depende de una manera muy estrecha del programa, la situacion no es
absolutamente nueva, pues también en el caso de programas logicos y ldgico-funcionales de
primer orden el dominio dependia del conjunto CS de constructoras utilizadas en él.

En PHy (entendido como Hyy) se dispone también de la igualdad continua == y de
las funciones selectoras ¢ y predicados reconocedores is. expuestos en 2.3.3. En particular,
recordemos que

b o) — true sit,s son iguales, finitos y totales
(h==2%)= L en otro caso

Esta definicion da a la igualdad == un caracter intensional. Para aclarar esta afirmacion,
recordemos que algunos elementos de PHy pueden entenderse como aplicaciones parciales
de los simbolos de constructora o funcidn, y por consiguiente, representan funciones, aun
cuando hayan sido convertidas en objetos de primer orden al identificar PHyx con Hyy. Puede
perfectamente suceder que dos elementos distintos ¢, s € Hys representen la misma funcion (en
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el sentido matematico usual, o sea, extensional) y sin embargo, no se tendra (t == s) = true.
Fso sucederd por ejemplo con f'(a) v g'(b), si a,b € CS® y f,g € F? estén definidas del
mismo modo, p. ej., como proyecciones sobre el segundo argumento

f(X,Y)=YV.
g(X,Y) =Y.

Tanto f'(a) como ¢'(b) representan la funcién identidad, pero de manera intensionalmente
distinta.

En cuanto a los programas (que suponemos escritos en sintaxis de primer orden), estardn
compuestos de reglas para los simbolos de F' de la forma

fltr,.. ) =e<=¢

donde f € F, t; son términos lineales, e es una expresion, y ¢ es una coleccion de ecuaciones
de laforma ey == e3. Como ya es habitual para nosotros, aceptamos los patrones en la cabeza
como una facilidad sintactica para expresar la unificacion, que podria eliminarse mediante el
uso de las funciones selectoras y predicados reconocedores, de la misma manera que en 2.3.3.

Al escribir en sintaxis de primer orden una regla que utilice recursos de orden superior,
apareceran posiblemente, tanto en e como en ¢, expresiones de la forma Q(eq,eq), para
indicar la aplicacion de ey a e5. Debemos considerar @ como un simbolo de funcién definida
(@ € A?%) pero @ ¢ F, es decir, @ no sirve para construir patrones parciales (los elementos
del dominio PHy). El simbolo @ viene definido por las siguientes reglas, que suponemos
anadidas a todo programa.

Qe (X, ..., Xp), B) = FH (X, o X, B
% Para cada c € CS",0< k < n
@(fk(xh"'vxk)v E) - fk+1 (X17"'7Xk7 E)
% Paracada f € F",0<k<mn—1
@(.fn71 (X17"'7X77,71)7 E) — f(Xh"'vanh E)
% Para cada f € F"

Obsérvese que no hay regla para el caso Q(¢"(Xy,..., X,,), F) con ¢ € CS", y por tanto @
queda indefinida en ese caso, como es natural, ya que ¢"(Xy,..., X,,) con ¢ € CS” es un
objeto puramente de primer orden, que no representa una funcion.

El significado que a @ le dan las dos primeras reglas es por completo independiente
de las reglas del programa que estemos considerando. Podemos considerar que es la parte
‘predefinida’ de @. Esto ya no sucede con la tercera regla para @, y es por ello por lo que @
debe considerarse una funcion definida, v no predefinida.

En [61] se estudia con detalle todo lo relativo a esta concepcion de primer orden de un
lenguaje légico funcional de orden superior, asi como su relacion con un enfoque puramente
de orden superior.

2.3.5 Arboles sobre una estructura con restricciones

Es habitual en programacién logica con restricciones el definir una instancia por el procedi-
miento que sigue: una vez fijada una estructura inicial de interés (p. ej., los niimeros reales
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con las operaciones 4+, y las restricciones =, <, >), se considera como dominio de cémputo
para la instancia el conjunto de los drboles (términos) finitos construidos con auxilio de un
conjunto de constructoras libres anadido, y con elementos del dominio inicial en las hojas
(p. ej. listas de niimeros reales). Como resultado se obtienen lenguajes muy flexibles, en
los que se combina la posibilidad de realizar computos simbélicos (usando los términos) con
computos sobre el dominio concreto. Un ejemplo tipico de ello es C'LP(R) [R2, 84].

Nuestro propdsito en este apartado es explicar cdémo un proceso similar se puede realizar
facilmente en el marco de C'F'ILP(X), obteniendo como resultado instancias aiin mas expre-
sivas, no sélo porque podremos definir funciones y predicados en los programas, sino porque
el dominio a construir va a ser mas amplio, al incluir drboles infinitos.

Sea entonces > = F UTI una signatura inicial y

R ={(D.Cp), (") rer, (p”)pem)

una Y-estructura con restricciones. Suponemos que ==¢ TT y que ==' es una aproximacién
continua de la igualdad en I, es decir

==":D x D — {true, Lhool} es continua y (a ==" b)) =true=a=»5

Consideremos ahora un conjunto de nuevos simbolos de constructora CS = |JCS™. El con-
junto CS, junto con el dominio D, define el nuevo dominio Tp cuyo soporte es el conjunto de
los drboles, finitos o infinitos, con nodos ocupados por constructoras (no constantes) de CS
y cuyas hojas son constructoras constantes de CS o elementos de 1D (en particular, L1).

Formalmente, dicho soporte puede definirse como el universo de Herbrand infinitario (ver
2.3.3) determinado por el conjunto de constructoras CSU (D — {L}), donde los elementos de
D —{ L} son nuevas constantes para la construccion de dicho universo. Nétese que el dominio
original ) puede considerarse como un subconjunto del dominio extendido Tp sin mas que
identificar cada elemento # € D con el drbol en cuya raiz estd la constante z, y el indefinido
de D con el propio de la construccion del universo de Herbrand infinitario. Usaremos dicha
identificacion en lo que sigue.

El orden que consideramos en Tp no es sin embargo el habitual para el universo de
Herbrand anterior, pues los elementos de 1) (vistos como arboles) serfan incomparables entre
s, con lo que perderiamos la estructura de orden de ). T.o natural es considerar el menor
orden C7;, que verifica

o L Ly t,Vt€eTp
e a,beD,aCpb=als, b

o c€CS" 11 Ly S1yeeantn Egpy S = b1y oo itn) Ey e(S14- -2y 50)

Con este orden Tp es un dominio de Scott, que convertimos en una estructura con res-
tricciones sobre la signatura 3 = F/ UTI" dada por

F'=FUCSU{cy:c€CS8",1<k<n}
M =TU{is.:ceCS}

interpretando los simbolos de Y como sigue:
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e Un simbolo de la signatura original 3 se interpreta en Tp como la minima extension
continua de la correspondiente interpretacion en D. Es decir, si f € F™, definimos

ViR 5 — Tp
(1, vmn) — fPd(x), ..., d(z,))

donde

1 e.o.c.

d(m)_{mmmen

es decir, reemplazamos los drboles ‘genuinos’ por L. Nétese que f7P es en efecto una
extensién continua de f. v ademéas la menos definida posible, pues para todo 2 € Tp
debe verificarse

fTD(mh"'vmv"'vmn) - .fTD(m17"'7J~Tnv"-7mn)
y disponemos de un solo elemento indefinido L7, = Lp. Una definicion andloga se
tiene para los predicados p € Tl que no sean el de igualdad ==, del que hablamos mas

abajo.

e [.0s simbolos de constructora anadidos CS se interpretan como en el caso de 2.3.3, es
decir, como constructoras libres perezosas. También de modo andlogo se definen las
funciones selectoras ¢ y los predicados reconocedores is,.

e la ignaldad ==, en Tp requiere un tratamiento distinto del resto de funciones y
predicados en FUTI. Ahora no nos interesa una extensiéon minimal de ==p, ya que
queremos disponer de una igualdad especifica de drboles. Por ejemplo, si (e ==p b) =
true, queremos que (c(a) == ¢(b)) = true (siendo ¢ € CS") y no (¢(a) == ¢(b)) = Lpool,
como resultaria de la definicion para el resto de los predicados de II. Definimos ==,
como la maxima aproximacion continua de la igualdad en Tp que preserva la igualdad
==p predefinida en ). Puede comprobarse que ==7,, viene dada por: t ==7, 5 &
t = s, t es finito y total en Tp y toda hoja a € D de t verifica a ==p a. Ndtese que
los elementos finitos y totales de Tp son los arboles finitos cuyas hojas son constantes
de CS° o elementos finitos y totales de D (lo que excluye a 1). Nétese también que si
la igualdad ==p viene dada por

a==p b< a=b,aesfinito y total en D

es decir, ==p es la maxima restricciéon continua de = en D, entonces la definicion
anterior se reduce a

I ==p st =s,1esfinitoy total en Tp

lo que en particular coincide con la nocién de igualdad continua definida para el universo
de Herbrand infinitario.

Indiquemos también que, en algunas instancias construidas de este modo, un tratamiento
similar al dado para la igualdad == podria ser conveniente para otros predicados o fun-
ciones de la estructura inicial (por ejemplo, si ésta dispone también de una desigualdad
=/=). Ello dependerd légicamente del interés que tenga el dar significado no trivial a
dicha operacién o predicado en caso de ser aplicada a arboles.
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Para terminar este apartado, veamos un ejemplo concreto de una instancia de este estilo.
Ejemplo 2.2 (Arboles de niimeros reales)

Consideremos la estructura (R, +, —, *,<,>,==) cuyo dominio es la extension a do-
minio plano del conjunto de los niimeros reales R, con las operaciones indicadas interpretadas
del modo natural. Si consideramos ahora el conjunto de constructoras CS = {[_| J],[]}, el
dominio Tp consta de las listas '° (posiblemente infinitas o parciales) de niimeros reales.

El sencillo programa siguiente ilustra las posibilidades del lenguaje obtenido.

num fib = gen fib(1,2).
gen fib(M, N) = [M | gen fib(N, M + N)].
X, numfib).

= false <= X < Y.
=true<= X ==Y.
= pertenece(X,Ys) < X > Y.

fib(X') = pertenece

pertenece( X, [Y]Y s]
pertenece( X, [Y]Y s]

— — — T

La funcion fib/1 reconoce si un nimero real X estd o no en la sucesion de Fibonacci,
representada como una lista infinita computada por la funcién constante num fib/0 (ésta a
su vez se apoya en gen fib/2, que es la que realmente construye la lista infinita de los niimeros
de Fibonacci a partir de dos semillas M = 1, N = 2). La pertenencia de un niimero a la lista
infinita se reconoce mediante pertenece/2, que aprovecha para ello la monotonia de la lista
generada por num fib. Nétese que tanto gen fib como pertenece hacen uso de las operaciones
v relaciones predefinidas sobre los nimeros reales. T.a ventaja de tal posibilidad frente a la
clasica representacion de los nimeros (naturales) como términos (mediante cero/0y suc/1)
nos parece obvia.

<&

10 . , . . . ,
Pseudolistas mas bien, si no se consideran géneros, ya que entonces [_| _] se comporta como una construc-
k) .
tora de pares; p. ej. [1| 1] estaria en el dominio.
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3 Semantica declarativa de C'F' L P-programas

3.1 Interpretaciones y modelos

Como ya sabemos, en cada instancia del esquema C'FLP(X) se asume la existencia de una
signatura ¥ (de simbolos primitivos) y una estructura con restricciones sobre ¥, ambas total-
mente prefijadas, lo que en particular incluye a la interpretacion de los simbolos de funcién
y predicado primitivos. Lo que definimos a continuacion es lo que entendemos por infer-
pretacion de los simbolos de funcién no primitiva f € A.

Definicion 3.1 (Interpretaciones) Una interpretacion I asigna a cada simbolo de funcion
f € A™ una funcién continua f' : D™ — D. Fl conjunto IN'T de las interpretaciones
puede ser dotado del orden habitual

I Eovr I & 1) Cp f7(7) para todo f € A" 7 e D"

Con este orden ZNT es un dominio de Scott, cuyos elementos finitos pueden caracterizarse
del siguiente modo: T € TN'T es finita si y solo si

o f1(F) es finito (en D), para toda f € A", T € D",

o f1(Z) # Lp sblo para un conjunto finito de tuplas (f, ), f € A", F € D"

Dada I € TN'T, toda valoracion a puede extenderse a los conjuntos Trua (V) v B rua (V).
Escribimos afe]; para indicar el valor de e bajo o e T. T.a nocién de satisfactibilidad también
puede ser extendida al caso de restricciones no primitivas ¢ € Conzua, v escribimos o =7 ¢
para indicar que « satisface ¢ bajo la interpretacion I.

Utilizaremos repetidas veces, a veces sin mencionarla, la siguiente propiedad.

Proposicién 3.1 (Continuidad de la evaluacion)
Para toda expresion e € Trua(V) (€ Conxyua resp.), la funcion
eve : VAL X INT — D ({true, Ly, 1} resp.)
definida por ev.(a, I) = afe]r es continua
Demostracidn:
Se obtiene sin dificultad por induccion sobre la estructura de e (véase, p. ej., [114]). O

I.a siguiente definicion establece nuestra nocion de modelo de un programa.

Definicién 3.2 (Modelos)

e Una interpretacion T es modelo de una regla f(X) = e < ¢ si y solo si f (a(X)) T afe]r
para toda o € VAL tal que o =" .
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e Una interpretacion I es modelo de un programa P si lo es de todas sus reglas. Un
programa es consistente si tiene algiin modelo.

Nétese, aunque resulte trivial, que los modelos son extensiones persistentes de la estruc-
tura de base, ya que no se permiten reglas para los simbolos primitivos, cuyas interpretaciones
estan totalmente predeterminadas. Otras nociones de persistencia han sido utilizadas en al-
guna ocasion [40] como base de lo que debe entenderse por definir una funcién sobre una
estructura.

Noétese también que con esta definicion las reglas de un programa estan consideradas como
“inecuaciones con restricciones’ mas que como ‘ecuaciones con restricciones’. Ello corresponde
de modo natural con la lectura operacional pretendida para las reglas, que es la de ‘reglas de
reescritura con restricciones’, y que se pondra de manifiesto en la definicion del operador de
‘consecuencias inmediatas’ asociado a un programay en la formulacion precisa de la semédntica
operacional. Un ejemplo que veremos posteriormente ilustrara claramente la repercusion que
tiene, en la semantica declarativa de C'F' L P-programas, la definicion de modelo que hemos

dado.

I.a siguiente notacion serd utilizada con frecuencia

Notacién 3.1
Dadas T € INT, [ € A", & € D™, escribimos

C(T,f,f)z{a[[e]]ﬂf(Y):e<:cp€7?,oz(7):f,oz':, v}

.a siguiente casi obvia proposicion utiliza los conjuntos recién introducidos para carac-
terizar los modelos de un programa. Aprovechamos también la proposicion para dar una
definicion adicional.

Proposicion 3.2

I € INT es un modelo de P si y solo si para cada f € A", % € D", existe s = UC(I, f,T)
y verifica s T f1(F). SiuC(I, f,7) = f1(%) para cada f € A", T € D", se dice que T es un
modelo exacto de P.

Demostracidn:

=) Puesto que I es un modelo de P se tiene f/(Z) 3 2z para todo z € C(I, f, 7). Asi pues
C(I, f,7) esté acotado por f/(Z), y por ser D un dominio de Scott, tiene supremo s, que
obviamente serd C f/ (7).

<) Es aiin mas obvia. O

3.2 Existencia de modelo minimo

I.a definicion de programa no garantiza que todo programa sea consistente. Probaremos en
este apartado que todo programa consistente tiene modelo minimo. Daremos dos demostra-
ciones alternativas de este hecho. L.a primera (mas sencilla) simplemente prueba que el infimo
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de los modelos de un programa es también modelo. I.a segunda proporciona mas informacion,
pues caracteriza al modelo minimo como el menor punto fijo de un operador de ‘consecuen-
cias inmediatas’ asociado al programa. Esta caracterizacion sera clave para los resultados de
completitud de la semantica operacional que se obtendrdn en la seccion 4.3.

Teorema 3.1 (Fzistencia de modelo minimo, version 1)

Sea P un programa consistente y Mp = {T € TN'T | T es modelo de P}. FEntonces Ip = NMp
es el modelo minimo de P.

Demostracion:

En primer lugar, observemos que el infimo MMp existe en ZNT, pues Mp es no vacio por

hipétesis 1.

Debemos probar que Ip es modelo de P. Sea entonces f(X) = e <= ¢ una regla de P, y
o =7 ©. Para cualquier T € Mp se tendra también a =" o, v por tanto

(X)) 2 alel; 3 ofels,

Como esto sucede para toda I € Mp, tenemos finalmente 7 («(X)) I afe]r,, o sea, I'p es
modelo de la regla. O

Introducimos ahora el operador de ‘consecuencias inmediatas’ asociado a un programa.

Definicién 3.3 (Operador Tp)
Dado un programa P, definimos (parcialmente sobre TN'T ) el operador Tp : INT — — IN'T
como sique: dadas T € INT, f € A",z € D",

fPO@) =ve(r, f,m)

Debe entenderse que Tp(I) estd definido si y solo si el supremo anterior existe para todos
feA™ z¢c D",

Nétese que Tp(I) puede en efecto no estar definido para algunas interpretaciones. No vale
la pena definir en esos casos T'p(I) = Lzarr pues a pesar de todo Tp podria no ser siquiera
monotono, como ilustra el ejemplo que sigue a continuacién. En consecuencia, no podemos
sacar partido de los resultados clasicos de existencia de minimo punto fijo para operadores
continuos (vedse, p. ej., [5] para un uso tipico de tales técnicas).

Ejemplo 3.1

El que Tp sea parcial puede ocurrir incluso con programas consistentes. Consideremos el
programa P en C'FL.P(H) dado por las dos reglas (incondicionales)

J(X) = s(g(X)).
J(X) = s(h(X)).

11 .. . . . . .
Fn un dominio de Scott,  en el que todo conjunto no vacio acotado (superiormente) tiene supremo  existe

también el infimo de cualquier conjunto no vacio A. En efecto, el infimo no es sino el supremo del conjunto
de las cotas inferiores de A, que es no vacio (L es cota inferior) y estd obviamente acotado superiormente.
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El programa P es incluso consistente. Al no haber reglas para ¢, h, el modelo minimo Ip

viene dado por
q'? (x) = n'» (x) =L, fr (x) =s(Ll), Vz

Es fécil verificar que T'p (I'p) esta definido y vale Tp (Ip) = I'p (esto es ademds consecuencia
de los resultados que veremos a continuacién, por los que Ip es el menor punto punto fijo de

Tp).
Sin embargo, existen interpretaciones I mas definidas que Ip  es decir, Ip Cyyr I para
las que Tp no estd definida. Un ejemplo de ello es T dada por

f,(T) = 5(0), g,(m) =0, h,(m) =s(0), V&
que verifica Ip Cyyr I. Para cualquier x que consideremos se tiene

C(I, fyx) = {s(0),5(s(0))}

por lo que C'(I, f, ) no tiene supremo, y por tanto Tp(I) no estd definido. Es claro ademas

que si convenimos Tp () = Lin7 el operador Tp no seria monétono, pues Tp(Ip) 3 Liny.
<&

La definicién del operador Tp requiere cierta justificacién, pues para que Tp(7) sea una
interpretacion no basta con que f7P(1) esté definida para toda f € A, sino que se requiere su
continuidad, que no se deduce trivialmente de la definicién anterior.

Proposicion 3.3

Dadas T € INT, f € A, si Tp(I) estd definido, entonces f») es continua.

Demostracion:
Basta probar

(i) fT() es monétona

(ii) 7D (Uzex @ E U /(@)

Para probar (i), sean @ C b y sea ag[e]; € C(I, f,@) con f(X)=e<=p P, ap(X) =7,
y g ':, . Consideremos oy tal que ay (7) = by a; coincide con ag en el resto de variables,
con lo que ag Cyar a7. Por continuidad de la evaluacién tendremos oy ':, @ ( por lo
que aq[e]; € C(I, f,b) ) y ademids age]; T aq[e];. Asi pues, todo elemento de C/(I, f, @)

esta acotado por otro de C(I, f,b), con lo que finalmente
f7 @) = uc(r, fa o, 1.5 = [0

lo que concluye (7).

Para ver (ii), sea afe]; € C(I, f,|l;cz@) con F(X) =e<=pecP, aX)= Lzer @y
o " ¢. Para cada @ € A, consideremos az tal que az(X) = @y az coincide con « en el
resto de variables, con lo que o = | |-z 7. Por continuidad de la evaluacion y puesto que

o =T @, existe @ tal que az =T o para toda @ J dg, y por tanto azle]r € C(I, f,@) para
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toda @ O @g. Asi pues, por la definicién del operador Tp, para cualquier @ J @5 tenemos
azle]r C TP (@), y en consecuencia

afe]r = I_I azle]r C |_| fTP(,)(ﬁ)
acA acA
Como esto sucede para todo afe]; € C(1, f,| ..z @) , tenemos que en efecto
PO @ cuc s o e [ 0@
aeA aeA acA
lo que concluye (7). O
l.os dos siguientes lemas establecen propiedades del operador Tp. El primero de ellos

afirma que Tp es mondtono en cierto sentido, v el segundo caracteriza los modelos de un
programa P en términos del operador Tp.

Lema 3.1

Tp es mondtono en el siguiente sentido: si Iy Crar Io y Tp(ly) estd definido, entonces
Tp(Iv) también lo estd y se tiene Tp(Iy) ConT Tp(12).

Demostracidn:

Es facil verificar que, para cada f € A", 7 € D", todo elemento de C'(I, f, %) estd acotado
por otro de C'(Ig, f, 7). Por lo tanto C' (I, f, %) esta acotado (y por tanto tiene supremo) por
LUC (I, f,%) (que existe pues Tp(I5) esta definido). Es més, se tiene

fTP(h)(T) = u(j([hfv?) C u(j([Qva?) = fTP(IQ)(T)

Hablaremos de ‘la monotonia de T'p’, a pesar de su sentido restringido.

Lema 3.2

I € INT es modelo de un programa P si y solo si Tp(I) estd definido y Tp(T) C I. FEn este
caso Tp () es también modelo de P.

Demostracidn:

I.a primera parte del lema no es sino una reformulacién de la proposicion 3.2. Para la segunda,
obsérvese que Tp(I) C T implica, por la monotonia de Tp, que Tp(Tp(I)) estd también
definido y Tp(Tp (1)) C Tp(I). Por la primera parte del lema, Tp(7) es un modelo de P. O

Utilizaremos la siguiente notacion estandar para las sucesivas iteraciones del operador Tp.

Notacidon 3.2

Tpt0=Loyr, Tp M (k+1)=Tp(Tp 1 k), Tptw=| |Tp 1k
k

en caso de que los lados derechos estén definidos.
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El resultado mas importante de esta seccion es el siguiente

Teorema 3.2 (Fzistencia de modelo minimo, version 2)

Un programa P es consistente si y solo si Tp 1w existe. Fn este caso, ademds, Ip = Tp T w
es el menor modelo de P, el menor punto fijo de Tp y es un modelo exacto.

Demostracidn:

=) Sea I un modelo cualquiera de P. Probaremos en primer lugar por induccién lo
siguiente: Para todo k > 0, Tp 1 k estd definido y verifica Tp 1 kK C 1. Kl caso k = 0 es
trivial. Supongamos ahora que Tp 1tk C I. Puesto que Tp(I) esta definido y Tp(I) C I por
el lema 3.2, concluimos por monotonia de Tp que Tp 1+ k 4+ 1 = Tp(Tp 1 k) esta también
definido y verifica Tp t k+ 1 C Tp(I) C I, lo que completa la induccidn.

Usando una vez mas la monotonia de Tp es muy facil probar que las iteraciones Tp 1 k
forman una cadena acotada, como acabamos de ver, por I. Asi pues, existe

[p:TpTMZI_ITka
k

que ademas verifica Ip C 1.

<) Probaremos que P es consistente probando que precisamente un modelo de P viene dado
por Ip = Tp T w. Sea f(X) = e < ¢ una regla de P, y sea o =7 . Por continuidad de la
evaluacién, existe kg tal que o [=771% o para todo k > kg, y por la definicién de Tp se tiene
afe]r,4k C FTPTH1 (X)) C f7 (a(X)). En consecuencia, y de nuevo por continuidad de la
evaluacion, se tiene

afe]r, C |_| afe]rpik C £ (a(X))

k> ko
esto es, I'p es modelo de la regla.

Que Ip es es el modelo minimo de P es claro pues hemos probado que Ip C [ para
todo modelo T de P. Ip es también un punto fijo de Tp ya que el lema 3.2 garantiza que
Tp(Ip) C Ip y que Tp(Ip) es modelo de P, por lo que también Ip C Tp(Ip). Pero entonces
I es el menor punto fijo ya que el lema 3.2 garantiza también que todo punto fijo de T’p es

modelo de P.

Finalmente f'»(z) = fT»Ur)(z) = UC(Ip, f,T), por lo que I'p es modelo exacto de P. O

3.3 Indecidibilidad de la consistencia de un programa

En seguida veremos que la consistencia de un programa es una propiedad, en general, inde-
cidible 2. A pesar de ello, el haber probado la existencia de modelo minimo para programas
consistentes tiene mucho interés, pues deja la posibilidad en cada lenguaje disenado como
instancia del esquema  de fijar si se desea condiciones mas restrictivas a los programas que
garanticen su consistencia, sin peligro de que se pierda la existencia de modelo minimo.

12 . .
Para estructuras muy simples puede no ser asi.
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Veamos un ejemplo, ciertamente artificial, de una instancia del esquema en la que es
indecidible la consistencia de un programa.

Ejemplo 3.2 (Indecidibilidad de la consistencia de un programa)

Consideremos la signatura > = F U Il con
FO={n:ne N} M= {para}

v la ¥-estructura R cuyo dominio es IN| y en la que interpretamos n como el niimero natural

ny
para: IN| — {true, L i}

estd definida por

true si z € IN y la maquina de Turing de

para(x) = codigo = con entrada 0 para
1ol €N otro caso

Nétese que para es obviamente continua (y representa la funcién caracteristica de un predi-
cado recursivamente enumerable no recursivo).

Ahora, para cada nimero natural n consideramos el programa Para,, que define la funcién
de aridad 0 para, mediante las reglas

para, = 1 < para(n)
para, = 0 < para(n)

Se tiene que Para,, es consistente si y solo si para(n) = L, es decir, si la miquina de Turing
de cddigo n con entrada 0 no para (en cuyo caso un modelo del programa es Lzy7). Decidir
la consistencia de programas nos permitiria decidir el problema de parada.

Si bien la estructura elegida es muy artificial, parece claro que podemos exhibir ejemplos
similares para otras mds realistas en las que podamos representar los nimeros naturales y
simular maquinas de Turing. Ldgicamente los detalles serian mucho méds complicados que
los del ejemplo presentado y no los vamos a abordar aqui. Desarrollos técnicos de ese estilo
pueden encontrarse, por ejemplo, en [4]; véase también [5].

<&

I.a condicién que introducimos a continuacién permite garantizar la consistencia de un
programa.

Definicién 3.4 (Programas no ambiguos)

Un programa P se dice no ambiguo si para cada par de variantes de reglas de P para un
mismo simbolo f € A,

JX)=e=o y [(X)=¢<=¢
tales que las variables que no aparezcan en la cabeza estén renombradas aparte, se verifica la
siguiente condicion:

olelr = a[e']r, para toda T € TNT, o0 € VAL con a =" p,a =" ¢

Fl par de variantes puede ser incluso de la misma regla para f.
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Esta condicién implica (es equivalente, de hecho) que los conjuntos C'(1, f, %) son vacios
o unitarios, por lo que obviamente tienen supremo. Como consecuencia el operador Tp
esta totalmente definido, T'p T w existe y el programa en cuestion es consistente.

El siguiente ejemplo muestra que hay programas ambiguos que sin embargo son consis-
tentes.

Ejemplo 3.3

Consideremos la signatura > = F U Il con
FO:{Ov]} FQ:{_IW*} ”2:{:}

v la Y-estructura R cuyo dominio es Z; y en la que interpretamos los simbolos de ¥ de
manera natural.
Sea P el programa que define la funcién f mediante las reglas

(X)) = 1 < X=0.
fIX) = f(X—-1) < true.

Fl programa P es consistente (un modelo viene dado por T con f/(2) = 1,Vz € Z), pero sin
embargo es ambiguo, pues para .J € TN T, o € VAL dadas por

1 siz=0
fFliz)=X 0 sizeZ 240 a(X)=0 paratoda X € V
1L siz=1

se tiene que « satisface las restricciones de ambas reglas, pero

o[y =1 alf(X )]s =0

Debemos observar que la no ambigiiedad es ain una condicién indecidible, como prueba el
ejemplo 3.4 mas abajo. Sin embargo, es una condicién mas sencilla que la mera consistencia,
susceptible de ser reemplazada por condiciones (dependientes ya de la instancia del esquema)
maés fuertes pero decidibles de no ambigiiedad, como las propuestas en [117, 58, 63, 61] para
algunos lenguajes légico-funcionales. En algunos casos (véase el ejemplo 3.5 mas abajo) la
no ambigiiedad de los programas se verifica de manera trivial.

Ejemplo 3.4 (Indecidibilidad de la ambigiiedad de un programa)

Observemos simplemente que con la misma signatura, estructura y programa del ejemplo 3.2
se verifica
Para,, es consistente < Para, es no ambiguo

<&



3 SEMANTICA DECLARATIVA DE CFILP-PROGRAMAS 35

Ejemplo 3.5 (Programas légicos)

Si consideramos C'F'IL P-programas ‘logicos’ en los que solamente se definan predicados me-
diante ‘clausulas’ de la forma
F(X) = true < ¢

la condicion de no ambigiiedad resulta obvia, y por tanto los programas son consistentes.
En este caso el teorema 3.2 queda particularizado a los teoremas andlogos de existencia de
modelo minimo como minimo punto fijo en C'LP [78, 79, 73], que son a su vez generalizaciones
del teorema clasico para LP [50].

<&

3.4 La nocién de modelo. Discusién

Terminamos esta seccion con un ejemplo, prometido en su momento, que ponga de manifiesto
la naturaleza ‘inecuacional’ que a las C'F'IL P-reglas impone la nocién de modelo que hemos

dado.
Ejemplo 3.6

Consideremos la misma signatura, estructura y programa del ejemplo 3.3. Recordemos que
la funcion f viene definida por las reglas

J(X) 1 < X=0.
fIX) = f(X—-1) < true.

.as sucesivas aproximaciones Tp 1 k al modelo minimo I'p = Tp 1T w vienen dadas por

1 en otro caso

v el modelo minimo por

en otro caso

- )1 si0<z

Obsérvese que las dos reglas de f son aplicables a z = 0, para el que las denotaciones de los
lados derechos de ambas son, para Ip, fr,(1)=1yfr,(0—1)= L.

Podriamos adoptar una nocién alternativa de modelo en la que cada regla tuviera que ser
satisfecha como ecuacién condicional (es decir, reemplazando en la definicion de modelo la
condicién f1(a(X)) J afe]; por la més restrictiva f(a(X)) = afe];). También en este caso
el programa anterior tendria modelo minimo Ip’, que vendria dado por

’ 1 S]ZGZ
f’?’(z)—{L

en otro caso

v no coincidiria por tanto con Tp 1T w.
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IL.a diferencia entre ambas situaciones queda mds clara en este ejemplo al analizar las
lecturas respectivas que deben darse a la segunda regla para f, cuyas instancias para sucesivos
valores X =0,—1,—2,...son

Con nuestra nocion de modelo estas reglas deben leerse como

FO)I 1) f-1)DF(=2) f(-2) 3 f(-3)

y nada obliga a que f(—1), f(—2),... estén mas definidas que L.

Por el contrario, con la visién ecuacional tendriamos realmente igualdades, y el valor
f(0) = 1 proporcionado por la primera regla de f se transmitiria a f(—1), f(—2), ...

<&

Parece razonable que nuestra semantica declarativa se corresponda con un uso direccional
(de izquierda a derecha) de las reglas de un programa, es decir, con una lectura operacional
de las mismas como reglas de reescritura.

Hay que indicar de todos modos que la correspondencia no es absoluta, en el sentido
de que nuestra nocién de modelo asigna significado declarativo (modelo minimo) a todo
programa consistente, mientras que, como veremos en la proxima seccion, no es de esperar
que la reescritura sea completa para todos los programas consistentes. Nosotros probaremos
la completitud para una clase de programas, que llamaremos deterministas, que incluye a los

programas no ambiguos.
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4 Semantica operacional de C'F L P-programas

En esta seccion presentamos la semdntica operacional de los C'F'I P-programas. Como ya
hemos anticipado varias veces, las reglas de un programa estan concebidas para ser usadas
como reglas de reescritura, y en eso van a consistir en definitiva los computos: en reescribir
expresiones no primitivas f(ey,...,e,) (f no primitiva) mediante las reglas que definen tales
funciones. Pero primeramente debemos decir para qué queremos hacer computos.

4.1 Objetivos y soluciones

Como en muchos otros lenguajes con capacidades ldgicas, ejecutar un C'F L P-programa es
sinonimo de resolver un objetivo, donde un objetivo expresa una condicion acerca de unas
variables. Es decir,

Definicion 4.1 (Objetivos)

Un objetivo es una restriccion ¢ € C'ongya -

Resolver un objetivo es determinar valores de las variables (relevantes) del objetivo que
satisfagan la condicidn. Esos valores son las soluciones del objetivo. l.as variables relevantes
son, naturalmente, las variables libres del objetivo o variables globales. No esperamos de
los computos que produzcan las soluciones concretas una a una, sino mas bien que generen
como respuestas otras condiciones que podamos considerar ‘simples’, cuyas soluciones sean
(parte de las) soluciones del objetivo inicial. Asi la condicion final determina implicitamente
un conjunto de soluciones. KEste es un punto de vista habitual en lenguajes ‘logicos’. Por
ejemplo, una respuesta de un cémputo Prolog podria ser la sustitucion {X/[a | L]}, que
expresa una condicion sobre X la condicion AL(X = [a | I])  verificada por infinitos
valores concretos, p. ej., X = [a], X = [a,b, c], etc.

Nuestra siguiente definicion establece con precision cudles son nuestras nociones de ‘solu-
cion’ y ‘condicion simple’. Recordemos antes que, aunque en C'FLP(X) sélo consideramos
predicados primitivos, los argumentos de los dtomos de un objetivo ¢ pueden tener partes no
primitivas, y por tanto el que se satisfaga o no la condicidon expresada en un objetivo depende
de la interpretacion de los simbolos no primitives. Definimos pues

Definicion 4.2 (Soluciones)

e [/na solucidén para un objetivo ¢ en una interpretacion I es una valoracion o tal que
7
a =

e  estd semanticamente terminado para « si « es solucion de ¢ en toda interpretacion

I.

Anadimos la palabra ‘semanticamente’ al hablar de un objetivo terminado ¢ porque en
@ pueden aparecer subexpresiones no primitivas (y por tanto en un sentido ‘sintdctico’ la
evaluacion de la parte no primitiva de ¢ no esta terminada) cuyo valor, sin embargo, es
irrelevante para el hecho de que « sea solucion de ¢. Nos interesa a continuacion dar dos
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caracterizaciones equivalentes casi inmediatas del cardcter semanticamente terminado de
un objetivo. Nos hace falta previamente la nocién de edscara de una expresion o restriccion,
para expresar su parte primitiva ‘externa’.

Definicién 4.3 (Cdscaras)

La cascara | e | de una expresion e € Trua (V) o dtomo b € B (V) se define inductivamente
como sique:

o | X |= X, si X esuna variable

o |cler,...en)|=cller sy ]enl), sic€F (c €Tl en el caso de dtomos)
o | fler,...,en) |= L, si feA.
Observemos que | e | es una expresion primitiva para la signatura ¥ = FU{ L} UTI, donde

1 es un nuevo simbolo de constante que, una vez interpretado como L p, nos permite hablar
de af| e |]. Nétese ademds que

aff e [T=afl e liwr

IL.a nocién de cascara se extiende de manera obvia a restricciones, y tendra sentido entonces
la notacién a |=| ¢ |, con significado equivalente a a |=1/V7 .

De los anteriores comentarios, junto con la continuidad de la evaluacion (Prop. 3.1), se
deduce de modo inmediato el siguiente resultado.

Proposicion 4.1

Dados un objetivo ¢ y una valoracion «, son equivalentes

e o estd semdnticamente terminado para o.
e o es solucion de ¢ en LinT.

e « es solucion de | ¢ |.

El siguiente ejemplo muestra por qué la nociéon de objetivo semanticamente terminado
esta asociada a una determinada solucion.

Ejemplo 4.1

Asumiendo las constructoras 0/0, s/1y ¢/2, consideramos, en la instancia CFLP(Hy) (véase
el apartado 2.3.3), el programa que define una funcién f mediante la tinica regla

El objetivo
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admite, entre otras, las soluciones (para el modelo minimo [Ip que interpreta f como la
identidad) dadas por a4 (X) = 0, a2(X) = s(0). ¢ estd semanticamente terminado para «;
pues se tiene

ar(| ¢ |) = ar(e(X, L) == ¢(s(0),0)) = (0, L) == ¢(s(0),0) = true

es decir, oy | ¢ |

No ocurre lo mismo con aq, pues se tiene

aa(] ¢ 1) = aa(e(X, 1) == e(s(0),0)) = e(s(0), 1) 5= e(s(0),0) = L

Para reconocer que g es solucién de ¢ en Ip debemos evaluar f(X') usando la regla de f
para obtener el nuevo objetivo

que ahora si estaria semanticamente terminado para o.

Aunque sea bastante mas evidente, aprovechemos también este ejemplo para mostrar que
la nocién de solucién depende de la interpretacion que estemos considerando; por ejemplo,
la valoracién aq dada arriba no es solucion de ¢ con respecto a la interpretacion (que no
modelo) T en la que f'(z) = 0,Va.

<&

En general, estaremos interesados en el caso de que « sea solucion de ¢ en los modelos
de P. Podremos omitir entonces la referencia a I, y suponer, si queremos, que I es el modelo
minimo [Ip del programa P. Eso no supone pérdida de generalidad, pues se tiene

Proposicion 4.2

« es solucion de ¢ en el modelo minimo I'p si y solo si lo es en todo modelo T de P.

Demostracidn:
Para la implicacién no trivial, basta observar que si @ =7 @ e T es modelo de P (y por tanto
I Jdzarr Ip), por continuidad de la evaluacidn se tiene también « 'y O

4.2 Estrechamiento por restricciones. Correcciéon

Necesitaremos en lo que sigue algunas notaciones y terminologias para hablar de subexpre-

siones y reemplazamientos. Usaremos, sin precisar més (ver, p. ej., [46]), 1a nocién de posicion

en una expresion, y terminologias habituales, como ‘posiciones mas externas’ verificando una

cierta condicion, prefijos de posiciones, etc. Asumimos también alguna forma bien definida
[

de asignar posiciones en una restriccion (considerando, p. ej., la coma ‘" como un simbolo
binario que asocia por la derecha).



4 SEMANTICA OPERACIONAL DFE CFI,P-PROGRAMAS 40

Notacién 4.1
Dada e € Trua(V),

e Pos(e) es el conjunto de posiciones de e. Andlogamente para ¢ € Conxya.
e Siu € Pos(e), [e], denota la subexpresion de e en la posicion u.

e u € Pos(e) se dice no primitiva si [e], = f(er,...,e,), f € A" NPos(e) es el
conjunto de posiciones no primitivas de e.

e u € Pos(e) se dice critica si u es no primitiva y lo mds externa posible. C'Pos(e) es el

conjunto de posiciones criticas de e.

e Siu € Pos(e), e[u « r] denota la expresion que resulta de reemplazar en e la subex-

presion [e], por r.

e Andlogas definiciones para ¢ € Conxya en lugar de e € Troa(V).

El mecanismo de computo que proponemos inicialmente para resolver objetivos (serd re-
finado posteriormente en la seccién 4.4) consiste en la tinica regla

Definicion 4.4 (FEstrechamiento por restricciones)

e La relacion ~ de un paso de estrechamiento por restricciones estd definida como sigue:
@~y r Y (plu — ea], o)

si: (1) Jelu= fler,...,€,), con f €A
(ii)  f(X1,...,X,) = e <=1 es una variante de la regla
R € P (con variables Y que no aparezcan en @)
(iii) o es la sustitucion {X;/e;}

e [Un computo para un objetivo wg es una secuencia, finita o infinita, de pasos de es-
trechamiento
0 ~ug, Ry L1~ ug Ry P2 ~uz,Ry - - -

de modo que, para cada 1, la variante de R; es con variables que no estén en g, ..., ;.

o Un computo finito g~y Ry - - -~ @n €std semdnticamente terminado para o si @, lo

estd.

Sintdcticamente, la relacion ~+ expresa solamente reescritura. lL.a denominamos sin em-
bargo ‘estrechamiento’ pues al efectuar ¢ ~+ 2 el conjunto de soluciones de @ puede ser més
reducido que el de ¢, debido a las restricciones de la regla utilizada R, que han sido anadidas
a .

Nétese que las variables (frescas) de la regla R con la que se estrechd se introducen
cuantificadas existencialmente '?. Compartimos la opinién, expresada por ejemplo en [87, 21],

13 , C . . - . . .
Seguin la definicion anterior, entre las variables Y que se introducen existencialmente se encuentran las
variables X1,..., X, de la variante de la regla R € P utilizada. Puesto que, de nuevo por la definicién
de ~+, X1,..., X,, van a desaparecer, al ser sustituidas por los parametros correspondientes eq,...,e,, su

cuantificacion resulta superflua, y puede ser omitida.
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de que eso contribuye a aclarar el sentido ldgico de un paso de computo. Como es tipico en
un sistema de resolucion ‘top-down’, este sentido logico es

Si ¢~ 1), entonces @ =

Este es, de hecho, el contenido del teorema de correccidon que viene a continuacion. Uti-
lizaremos en su demostracion el siguiente resultado, consecuencia sencilla del lema de susti-
tucion estandar.

Lema 4.1

Sia(X;) = afei]r parai=1,...,n, entonces para toda expresion e se tiene afe]r = afec]r,
donde o es la sustitucion {X;/e; :i=1,...,n}. Como consecuencia o =" ¢ < a = po.

Teorema 4.1 (Correccion del estrechamiento por restricciones)

St o~*1 y o es solucion de 1, entonces o es también solucion de .

Demostracidn:
Obviamente basta probar el resultado para un solo paso

@ ~u,R ¢

siendo (i) [¢]lu = fler,...,en),con fEA
(i) f(Xq,...,X,) = e < ¢ es una variante (con variables V)
de la regla R
(iii) o es la sustituciéon {X,;/e;}

(iv) =3V (pu  ea], Qo)
Sea I un modelo de P y a ! 1. FExiste entonces o/ (que coincide con a, excepto
posiblemente sobre V) tal que

(1) o' E (plu e, ¢)o

Consideremos ahora la valoracion " dada por

I . 3 —_— .
oz”(X)—{ ofe;]r st X =X,

o/ (X) en otro caso

Puesto que en (¢[u + €], ¢’)o no aparecen las variables X; se tiene que también
(2) " E (plue], @)
Como ademéds o/'[e;]r = o/[e;]r = &” (X)) tenemos, por (2) y el lema 4.1
3) o Epluel, ¢

Ahora, como o' =T ¢’ e T es modelo de 1a regla R se tiene o' [f( X1, ..., X,)]r D /[¢]7, y de
nuevo por el lema de sustitucion o”’[f(er,...,e,)]7 3 o’'[e]1, 1o que junto con o’ =T @lu « €]
garantiza que o' = ©. Ahora, como o coincide con a excepto posiblemente sobre las
variables X, Y, que no aparecen en ¢, se tiene finalmente a =" . O
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4.3 Completitud del estrechamiento por restricciones

El objetivo de este apartado es obtener resultados que, informalmente, afirmen que toda
solucién de un objetivo queda capturada por un ~-cémputo terminado en un sentido ade-
cuado. Comencemos por discutir algunos aspectos importantes de los resultados que espera-
mos obtener.

En primer lugar, no podemos esperar en general que mediante ~»-pasos, aunque sean los
‘mas adecuados’, consigamos eliminar todas las subexpresiones no primitivas de un objetivo
con soluciones. Como consecuencia, la nocién adecuada de codmputo terminado serd la de
computo que llega a un objetivo semanticamente terminado, segin la definicion 4.2. Fl
siguiente ejemplo justifica nuestra afirmacion.

Ejemplo 4.2

Consideremos la instancia CFLP(Hx) presentada al final del apartado 2.3.3. Supongamos
un conjunto de constructoras CS? = {a,b}, CS* = {c}, y una funcién no primitiva f € A

definida por la iinica regla f(X) = f(X).

Consideremos el objetivo ¢ = ¢(f(X),a) =/= e¢(a,b). Es claro que ¢ admite como
solucion cualquier valoracion, incluso aunque en el modelo minimo de este programa se tenga
f(X) = L,¥Vx € H. Es mis, ¢ estd semanticamente terminado para cualquier «, pues se
tiene

of| e(f(X),a) == e{a,b) [] = ofe( 1, a) == e(a, b)] = true

Sin embargo, mediante estrechamiento no podemos hacer desaparecer de ¢ la expresion no
primitiva f(X). El inico cémputo posible es

c(f(X),a) == cla,b) ~ c(f(X),a) == cla,b)~ ...

Una segunda cuestion importante relativa a los resultados de completitud es la siguiente:
el operador Tp, base de nuestra semantica declarativa de modelo minimo, esta definido en
términos del supremo de una coleccidon de valores obtenidos mediante aplicacion de diferentes
reglas del programa para una misma funcion no primitiva. Operacionalmente eso significa
que diferentes ~»-pasos, alternativos para un mismo objetivo y posicion, pueden contribuir
‘parcialmente’ a la obtencidén de la denotacion final (o sea, en el modelo minimo) de una
subexpresion, sin que ninguno de ellos por separado sea suficiente. Kl siguiente ejemplo lo
pone de manifiesto.

Ejemplo 4.3

Consideremos de nuevo la instancia CFLP(H.) , y el mismo conjunto de constructoras
del ejemplo anterior. Junto con la la funciéon f definida como antes por f(X) = f(X),
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consideramos ahora otra ¢ definida por las reglas

9(X) = e(a, f(X)).
g(X) = c(f(X),b).

Este programa es consistente (ndtese también que es ambiguo), y en el modelo minimo se
tiene

fle)y=1, g(x)=c(a,b), YVreH

Asi pues el objetivo ¢ = g(X) == ¢(a,b) admite como solucién cualquier valoracién. Sin
embargo, no hay computos semanticamente terminados, pues los tinicos computos posibles a
partir de ¢ son los dos siguientes

g(X) == c(a,b) ~ c(a, f(X cla (a, ..
9(X) == ela, )~ e(F(X),B) == e{a.b) ~ e(F(X), D) == c(a, )~ - .

~—
~—

vy ninguno termina semanticamente, pues
ofl e(a, F(X)) == e(a,b) [1 = afe(a, 1) == e(a, )] = L

y analogamente con ¢(f(X),b) == c(a,b).

<&

En consecuencia, debemos imponer a los programas condiciones mas restrictivas que la
mera consistencia para obtener completitud. FEn otro caso, deberiamos complementar la
regla para ~+ con otra adicional para ‘recolectar y hacer el supremo de valores parcialmente
calculados por diferentes cémputos’, lo que no parece tener mucho interés, al menos desde un
punto de vista practico.

Introducimos a continuacion la propiedad que pedimos a los programas para garantizar
la. completitud del estrechamiento por restricciones.

Definicién 4.5

Un programa P se dice determinista si se verifica
PNz = max C(1, f,7)  (convenimos max § = 1)

para toda interpretacion I tal que Tp(I) esté definido, y toda f € A", 7€ D",

Puede apreciarse informalmente que esta condicion subsana los problemas indicados arriba,
pues al reemplazar ‘supremo’ por ‘mdximo’ en la definicién de Tp se esta indicando que para
obtener el valor de una expresién no primitiva va a haber (al menos) una regla adecuada. Ob-
servemos, por si acaso la condicion de determinismo parece excesivamente artificial y disenada
a proposito, que todo programa no ambiguo es determinista. Asumimos para el resto de la
seccion que los programas son consistentes y deterministas.

Podemos ya presentar un enunciado razonable para un resultado de completitud de ~-.
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Teorema 4.2

Sea o« una solucion de . Entonces existe un computo o~*1 de modo que ¥ estd semdnti-
camente terminado para .

El resultado anterior  que resultard ser cierto como corolario de otros mas fuertes que
probaremos mas adelante no es suficientemente satisfactorio, pues no revela si para construir
un computo terminado para un objetivo ¢ v solucion « es indiferente la eleccion de la posicion

no primitiva en ¢ en la que hacer estrechamiento '*.

De no serlo, el espacio de bisqueda
b
determinado por un objetivo podria ser vastisimo. El siguiente ejemplo muestra que de hecho

la eleccion de la posicién es relevante.
Ejemplo 4.4

Consideremos el programa (en CFLP(H), ver 2.3.3)

Es claro que en el modelo minimo Tp 1 w se tiene

" () =0 (V) y [TM(e) = L (V)

El objetivo g(f(X)) == 0 admite como solucién (en Tp 1 w) cualquier valoracién «, y se
tiene, de hecho, o ET"T g(f(X)) == 0. Asi pues, un cémputo aparentemente ‘adecuado’
consistiria en dar un paso de reduccion para f y otro para g. Obtendriamos

(f(X))==0 (o)
(X) == 07.§(X) == f(X) (#1)

g(f
X
=0.f

L W

N
N

=1
I

v se tiene que 9 no tiene ninguna solucién, lo que de hecho ya sucede para ;. Esto nos
indica que no hay ningin cémputo terminado para ¢g que comience por reducir f(X). Por
supuesto, es ficil indicar en este ejemplo un computo que termina (el tinico, en este caso)

g(f(X)==0~0==0 (Vo,a|=0==0)

Nétese que la subexpresion f(X) no ha requerido ser evaluada. Mas aiin, como hemos visto
antes, su evaluacion supone perder todas las soluciones del objetivo inicial.

<&

Como conclusion adicional de este ejemplo, v ya pensando en caracterizar las posiciones
demandadas a las que queremos restringir el uso de ~+, observamos que conocer el nivel

14 . e ., .
Parece claro que, una vez elegida una posicion, la eleccion de la regla del programa a utilizar no es
indiferente.
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de evaluacién k (es decir, la iteracién Tp 1 k) necesario para capturar una solucion, no es
suficiente para reconocer dichas posiciones, ya que el valor de k queda fijado por el maximo
de los niveles requeridos por cada una de las subexpresiones no primitivas. FEn el ejemplo
anterior es ¢ la responsable de que el nivel sea Tp T 1. A f le bastaria el nivel Tp 1 0, pues
no requiere evaluacion.

Para poder expresar niveles de evaluacién diferentes para distintas subexpresiones no
primitivas, introducimos la nocién de etiguetado con interpretaciones, que generaliza la idea
de interpretacion.

Definicion 4.6 (Ftiquetado con interpretaciones)

Sea e € Trua(V) no primitiva.  Un etiquetado con interpretaciones para e es una apli-
cacién 7 : NPos(e) — INT. Denotamos por TINT,. al conjunto de los etiquetados
con interpretaciones para e. La definicion se extiende sin dificultad al caso de restricciones
p € Consya-

Un etiquetado 7 puede entenderse también como el resultado de reemplazar cada aparicion
en e de simbolos no primitivos f € A por nuevos simbolos f7()_ siendo u la posicién corres-
pondiente a f. Hablaremos indistintamente del etiquetado con interpretaciones 7 para e o
de la expresion etiquetada e”.

De modo natural, podemos identificar (para una expresion e dada) una interpretacién 1
con el etiquetado I definido por I'(u) = I,Yu € N Pos(e). Hablaremos entonces del etique-
tado homogéneo I. También de modo natural podemos extender al caso de etiquetados las
nociones de ‘orden entre interpretaciones’, y ‘valor de una expresion bajo una valoracion y
una interpretacion’. Las siguientes definiciones se encargan de ello.

Definicién 4.7

T Crrar, T2 < 11 (1) Conr m2(u), Yu € N Pos(e)

Notese que si Iy Ezarr T2, también Iy Crracr T2, Es facil probar que (TINT ., CrraT.)
es un dominio de Scott, cuyo minimo es Lz 7.

Definicién 4.8

Elvalor de una expresion e bajo una valoracién o y un etiquetado v € TIN T ., que denotamos
indistintamente por ofe], o afeT], estd definido inductivamente por

e ofX], =X
o afcler,....en)]r = clafer]r ..., afen]r), sic e F

i (]/,[[f(€1 IR en)]]ﬂ' - fT(“) ((]/,[[61]]7-, RS (]/'[[en]]ﬂ')a s1 f € Av [e]u - f(€1 IR en)

Un par de observaciones: al considerar restricciones ¢ € Clonyya en lugar de expresiones,
tiene sentido la notacion o E™ ¢ (0 @ | ¢7, indistintamente). Por otra parte, no es dificil
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probar que la proposicion 3.1 sobre continuidad de la evaluacion sigue siendo cierta cuando

consideramos TZN T, en lugar de TN'T.

En lo que sigue consideraremos exclusivamente etiquetados que utilicen como interpreta-
ciones lag aproximaciones Tp 1T k al modelo minimo Tp T w. Para una expresion dada e (y

analogamente para una restriccion dada ), notamos por TZNT? al conjunto de etiquetados
que utilicen iteraciones Tp 1 k, con k < n,y TINT? = U,ew TINT?. Resulta facil de
probar lo siguiente:

Proposicion 4.3

Dada una restriccion ¢ € C'onsya, se tiene

* Lrerrvrem=Tr Tw

o a =P o k= o7, para algin T € TINTY

Este resultado generaliza lo que ya sabiamos para las iteraciones Tp T k, con la ventaja
de que los etiquetados permiten afinar mas al expresar el grado de evaluacion requerido para
satisfacer un cierto objetivo ¢, ya que permiten distinguir diferentes niveles k para distintas
subexpresiones no primitivas en .

Ejemplo 4.5

Si consideramos el programa del ejemplo 4.4, algunos etiquetados para el objetivo ¢ dado
por g(f(X)) == 0 podrian ser

997—0 _ ngTO(prTO(X)) ——0
¢ g (TPT(X) == 0
997—2 = ngT1 (prTO(X)) ——0

1

Los dos primeros son etiquetados homogéneos que corresponden a las interpretaciones (de
INT) Tp 1 0(= Loar) y Tp T 1. ¢™ expresa un nivel ‘insuficiente’ de evaluacién, pues no
captura ninguna solucién « (en el sentido de que a [ ©™). ¢ captura todas las soluciones

pues @ E ¢ Yo  pero, como vimos en el ejemplo 4.4, en cierto sentido expresa un
nivel ‘excesivo’ de evaluacion para f(X). El etiquetado ¢™ si que aprovecha la posibilidad
de indicar distintos niveles para distintas subexpresiones, v puede considerarse adecuado
pues captura todas las soluciones (« = ¢™,Va) expresando el nivel justo de evaluacién que
corresponde a cada subexpresién (f(X) no requiere ser evaluada, y basta la aplicacién de
una regla de g a g(f(X)) para terminar).

En lo sucesivo, para simplificar la notacion, escribiremos k en lugar de Tp 1 k al etiquetar
una expresion.

<&

A continuacion introducimos una terminologia para expresar el hecho, ilustrado en el
ejemplo anterior, de que un etiquetado de un objetivo capture una de sus soluciones.
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Definicion 4.9 (Testigos)

Sea v una solucion de ¢ (o sea, o E"P1 ). Se dice que un etiquetado T € ’TI/\/”Tz €s un
testigo de ¢ para o si o =7 . Un testigo se dice minimal si lo es con relacion a CrinTe.

Obsérvese que el orden Cyrarre estd bien fundado (dado un etiquetado 7, sélo hay un
@
nimero finito de etiquetados menores), de lo que, junto con la proposicion 4.3, podemos
deducir

Proposicion 4.4

St a es solucion de @, existe algin testigo minimal de ¢ para o.

El siguiente ejemplo muestra que la nocion de testigo depende de la solucidn considerada,
v que una solucion puede tener varios testigos minimales.

Ejemplo 4.6

Consideremos el programa (en CFLP(H), ver 2.3.3)

or(true, X') = true.
r(X,true) = true.
(0) = true.

q(0) = true.

q(s(X)) = true < ¢(X) == true

0

=

v el objetivo
p=or(p(X),q(s(X))) == true

Dos soluciones de ¢ pueden ser ay y ag, donde a1 (X) = 0y az(X) = s(0). Un testigo

minimal para o es
g

© or' (p' (X)), ¢°(5(X))) == true

que sin embargo no es testigo para ay. Un testigo minimal para oy es
7= or' (p°(X),¢*(5(X))) == true

que resulta ser también testigo, aunque no minimal, para «y. Notese ademas que ¢ no
es comparable (en el orden de etiquetados) con ¢™. Con seguridad oy tendrd algiin testigo
minimal menor que ™, y por tanto distinto de ™. Fn nuestro caso el unico es

o = or! (pO(X), qQ(s(X))) == f{rue

Podemos imaginar que distintos testigos minimales para una misma solucion corresponden
a ‘planes de evaluacion’ alternativos. Informalmente, para obtener el teorema de completi-
tud razonamos como sigue: dado un objetivo ¢ y una solucién «, consideramos un testigo
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minimal ¢7. Sea cual sea (indeterminismo ‘don’t care’) la posicion demandada o sea, eti-
quetada con Tp 1k, k > 0 que elijamos, la subexpresion correspondiente f(ey, ..., e,) debe
ser ain reducida de acuerdo con 7. Una de las reglas de f (indeterminismo ‘don’t know’)
nos proporciona el valor f7™(afei]., ..., afe,]-), de modo que los simbolos no primitivos
posiblemente introducidos por el lado derecho de la regla requerirdn ser evaluados hasta un
nivel < Tp 1 k — 1, es decir, el nuevo objetivo es mds sencillo y estaremos ‘mas cerca’ de
terminar el cdmputo. Reiterando el proceso, llegaremos a terminar el computo.

Queda todavia bastante camino hasta convertir esta exposicion informal en una de-
mostracion precisa. Hemos remarcado en cursiva dos nociones que van a jugar un papel
importante: la primera, ‘posiciones demandadas’, es clave para formular lo que entendemos
por estrechamiento perezoso con restricciones, que es la regla de computo para la que va-
mos a probar completitud. .a herramienta técnica mas importante que utilizaremos para la
demostracion es un orden entre objetivos que refleje con precision la idea de objetivo ‘mas
sencillo’. Este orden debe ser una extension de Cyrat que se aplica a etiquetados de
una misma expresion e o restriccion ¢ a un orden < definido sobre el conjunto de todas
las expresiones etiquetadas ( y andlogamente sobre el conjunto de las restricciones u obje-
tivos etiquetados). Como en estas definiciones sélo intervienen expresiones etiquetadas, para
facilitar la lectura omitiremos por un tiempo el uso de los superindices 7. En lo que sigue,
notamos mediante T Exp, TCon y T Fap* alos conjuntos de las expresiones etiquetadas, las
restricciones etiquetadas, y las expresiones etiquetadas con etiquetas < k.

El orden < que vamos a considerar no es mas que el clasico ‘recursive path ordering
(RPO)’ ([44]; véase también [46]). Previamente hemos de definir un orden > de prioridad
de simbolos etiquetados (entre los que incluimos los simbolos primitivos como etiquetados de
si mismos), en el que estd basado <.

Definicion 4.10 (Prioridad de simbolos etiquetados)

o fiseNfeAkeN,cc FUT

o fF> ¥ Vfge Ak K e N k> F

Definimos ahora simultaneamente el orden < entre expresiones etiquetadas y su extension
< a multiconjuntos de expresiones etiquetadas.

Definicion 4.11 (Orden de expresiones etiquetadas)

(i) El orden < entre expresiones etiquetadas viene definido por

e X <e VX eVeecTFapegV
o hier,...,e,) <I(e ... en") siy solo si se verifica alguna de las tres condiciones
siguientes
1. h(er,....en) = e, para algin j € {1,...,m}
2. h<lye <lled,...;en"), para todoi € {1,....,n}

3. h=1ly{er,...,ent <Her!, ... en'}, siendo < la extension a multiconjuntos
de <.
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(ii) La extension a multiconjuntos de < es el menor orden < que verifica SU{eq, ... e,} <
Su{e}, para cada multiconjunto S de expresiones de T Exp, cada e eq,...,e, € TFap
conn>0ye <eVi=1...n.

Obsérvese que < es realmente un orden RPO en el sentido de [44], pues en lo que se
refiere a < estamos tratando a las variables como nuevos simbolos de constante, asignandoles
prioridad minima.

El orden de restricciones u objetivos etiquetados que consideramos es de nuevo la ex-
tension < a multiconjuntos de <, lo que tiene sentido, pues las restricciones etiquetadas son
multiconjuntos de atomos etiquetados, a los que se aplica el orden < definido anteriormente.
Debe entenderse que las posibles cuantificaciones que aparezcan son ignoradas a efectos del
orden entre restricciones. Es decir

Definicion 4.12 (Orden de restricciones etiquetadas)

Dadas AU @, IV € TCon, donde ¢, no tienen cuantificaciones, definimos
W< IV = S, < Sy,

siendo Sy, Sy los multiconjuntos de los dtomos etiquetados de @, ).

st

Recogemos en el siguiente lema algunas propiedades de los érdenes recién definidos.

Lema 4.2

(i) < y < son érdenes bien fundados.
(ii) Si ey < eq, entonces e[u + e1] < e[u + €3], para todas e, ey, e9 € T Eap

(iii) Sie < €', siendo ¢ = f*(Xy,..., X)), entonces ea < €', para toda sustitucion
o=A{Vi/e},...\Yi/e;} con e € TExp, {Yy,....V1} C{Xy,..., X,}.

(iv) Sie€ TExp* yk <k, entonces e < fkl(e1 yeeoy €n), para cualquier f € A e, ... e, €
T FExp.

(v) Sit ty,....t, <t entonces
{s[u 1], 81, ... 8m )t > {s[u 1], t1, i tn 814y S}

para S1, ..., 5, € TFEap cualesquiera.

Demostracidn:
Los apartados (i), (7i) son bien conocidos ([44, 46]) para los 6rdenes RPO. En cuanto a
(iv), (v), son casi simples observaciones escritas para su uso futuro, y cuya prueba es casi
inmediata. FEl apartado (i7i) merece mds atencidn, y lo probamos por induccion sobre la
estructura de e.
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e Seae= X.Si X Z{V,...,V}, entonces ed = X < €’o, ya que €/g no es una variable.
Si, por el contrario, X € {V1,...,V;} C {X4,..., X,,}, entonces es es un subtérmino de
e'a, por lo que ec < €'o.

e Sea e = gl(e17 .oy €m), Yy supongamos el resultado cierto para eq, ..., e,,.

Fs claro que no puede verificarse ¢! > f*, pues en ese caso la tinica posibilidad para
e < ,]”“()(17 ..., X)) es que e < X, para algin i, lo que no puede suceder.

Tampoco puede darse g' = f*, pues entonces se tendria m =n,e = fF(er,...,e,), v la
condicién e < € implicaria {eq,...,e,} < {X1,..., X,,}, que tampoco puede ser cierto.

Asi pues se tiene ¢! < fF v puesto que e < ¢, debe verificarse e; < ¢ para todo
i=1,...,n. La hipdtesis de induccién garantiza que e;0 < ¢’a, y finalmente

eo = gl(eﬂr7 ce€mo) < fk(XﬂT, X, o)=¢fo

lo que completa la induccion.

El siguiente lema es el resultado técnico méas importante de esta seccion, por ser la clave
para probar la completitud.

Lema 4.3 (Reduccion de la complejidad)

Sea o una solucion de @, u una posicion no primitiva en @ tal que [@l, = fler,...,e,)
(f € A™), y @7 un testigo minimal de @ para o tal que [¢7), = f¥(e]',...,eI"), con k > 0.

Fntonces existe una regla R € P para f para la que ¢ ~, g 1, y de modo que

(i) v es solucion de

(ii) 1 tiene un testigo minimal o7 para o tal que v < @7

Demostracion:

Tn,

En primer lugar, observemos que o[ f*(e]',...,eI")] no puede ser 1, pues en ese caso

“rn,
podriamos obtener un testigo < ¢” (contra la hipdtesis de minimalidad de ¢7) sin mas que
reemplazar en la posicion u de 7 el simbolo f* por el de prioridad estrictamente més pequena,

.

Ahora, si tenemos en cuenta que

(L Aalff e e = fP ™ alel T, aler D)

podemos concluir, de la definicion de Tp 1+ k (= Tp(Tp 1 k — 1)) y de la condicién de
determinismo del programa P, que existe una regla R = f(Xy,...,X,)) = ¢ < © y una
valoracién o tales que

() o (X;) =afe]], paratodoi=1,...,n
(2) o ':Tka71 T
3)  lelrpri = alfF (el o)l
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Podemos suponer ademds que las variables Y de R no aparecen en ¢ (considerando una
variante si es preciso) y que o’ coincide con a excepto posiblemente sobre las variables Y (ya
que las condiciones pedidas a o sdlo afectan a estas 1iltimas). En particular, o/ coincide con
« sobre las variables libres de o, por lo que se tiene o/ = ¢7, y ademds (1), (3) pueden ser
reformulados como

(1) o/(Xi) = o[e7]

() olelrppr = L o)

Si usamos la regla. R para estrechar ¢ obtendremos

@ ~u,R ¢

siendo v = AY (@[u + ea], 7o), con 0 = {X /er,..., X, /e, }. Para demostrar el lema basta
probar que % tiene un testigo ¥ para « tal que 7 < ©7, pues por definicion de testigo se
tendria o« = 97 (y por tanto « | 1, es decir, se tiene (7)), y para (ii) bastara considerar un
testigo minimal 7 < Y7, Fl testigo de 1 buscado puede venir dado por

/l)b’T

IV (o [ eF Do), 7l 1eT)
donde 07 = {X /e7',..., X,,Jel"}, ¥ =1 7z(k=1) denotan los etiquetados homogéneos de
e, correspondientes a Tp Tk — 1.

Que ¢7 < ¢7 se deduce del lema, 4.2(in). Fn efecto: 4.2(iv) nos asegura que tanto e(h=1)

como 7~ gon < FH(Xy, ..., X,). Aplicando (iii) del mismo lema, tenemos

=g < ,]”]“(61T1 ey €

R 2

v lo mismo para rk=Ng7, Finalmente, el lema 4.2(v) nos permite concluir que ¥7 < ¢".

Sélo resta probar que o |= 97, y para ello es suficiente  ya que o’ coincide con « excepto
posiblemente en Y probar que

o o e 2B g7
Para ello observemos que, por la definiciéon de o7 y por (1'),
d[X;07] = d[el'] = o/(X;), paratodoi=1,...,n
y ademis, por el significado de e*=1) y por (3)

[ = o Telrpn1 = L], )]

Podemos deducir entonces, por el lema 4.1, que

ale* Vo] = ale* D] = o[ f5 (e, ..., eIM)]

Y

Como consecuencia, y va que o = ¢7, se tendrd también o = ¢7[u « e*"1g7]. Un

k—1

razonamiento similar, algo mas simple, nos permite afirmar que o/ = 717 utilizando en

este caso la condicion (2) de arriba. En definitiva, hemos obtenido

o ': @T[“ F 6(1471)(7_7']7 ﬂ_(k71)0_7'
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lo que concluye la demostracion.

a

lL.os pasos de estrechamiento dados conforme al lema anterior son pasos que denominamos
perezosos. l.a nocion de pereza admite sin embargo algunos matices que desarrollamos a

continuacion.

Definicion 4.13 (Posiciones demandadas)

Sea o una solucion de ¢ y u € N Pos(yp).

e 51 ¢ es un testigo minimal de ¢ para «, se dice que u esta demandada por «a,T si

m(u)=Tp Tk, k> 0.
e Se dice que u esta demandada por « si lo estd por algin testigo minimal para cv.
e Se dice que u esta absolutamente demandada si lo estd por todas las soluciones de ¢ y

todos sus testigos minimales.

l.a existencia de posiciones absolutamente demandadas no estd garantizada para todo
objetivo, como muestra el siguiente ejemplo.

Ejemplo 4.7

Consideremos, en CFLP(Hx) , dos funciones no primitivas f, g definidas por las reglas

g(X)=b.

donde a,b € CS°. Si consideramos el objetivo ¢ = ¢(f(X),g(X)) =/= ¢(b,a), donde ¢ €
CS?, se tiene que ¢ (que admite cualquier valoracién o como solucién) no tiene posiciones
absolutamente demandadas, pues para cualquier o dos testigos minimales para « son

c(f1(X). g% (X)) == eb,a) v (f(X),¢' (X)) == c(b,a)

con lo que ni f(X) ni g(X) estdn demandadas por todos los testigos minimales

<&

LLa nocion de posicién absolutamente demandada recuerda ala de ‘redex necesario’ (needed
redez) de los sistemas ortogonales de reescritura [76]. A diferencia de éstos, como ya hemos
visto, la existencia de posiciones absolutamente demandadas no estd garantizada. FEn su
lugar, habria que hablar de ‘conjuntos completos de posiciones demandadas’, a semejanza de
los ‘conjuntos de redexes necesarios’ (‘sets of needed redexes’) de [139]. Desde un punto de
vista mds aplicado, la posible inexistencia de posiciones absolutamente demandadas implica
que, en general, no hay estrategias completas para el estrechamiento con restricciones, si por
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estrategia se entiende la seleccion de una posicion no primitiva en el objetivo. Habria que
considerar, en su lugar, una nocion mas general de estrategia, como en [53], que se refiera a
la seleccion de un conjunto de posiciones.

Definamos a continuacién lo que entendemos por codmputos perezosos.

Definicion 4.14 (Cémputos perezosos)

Sea v una solucion de g Y 0o ~ug. Ry P1 ~Pur Ry - ~Pup 1. Rp_1 Pn UN computo que captura
o, es decir, a es solucion de @, (y por tanto de ¢; para i =10,...,n).

e Fl cémputo es localmente perezoso para o si u; estd demandada por o, para todo
1=0,...,n—1.

e Kl computo es globalmente perezoso para « si existen testigos minimales @, ... o

de ©o, ..., 0n tales que i > 7' > ... @I" y u,; estd demandada por o, @, para
todor=10,...,n— 1.

Es obvio que todo computo globalmente perezoso lo es localmente. Es también obvio que
no existen computos globalmente perezosos infinitos.

El lema 4.3 nos permite concluir inmediatamente que todo computo perezoso (sea local-
mente o globalmente) puede ser continuado. Con mas precisién tenemos

Teorema 4.3

e Sea o una solucion de g y po~"p, un computo localmente perezoso para «v. Entonces,
para toda posicion u en o, demandada por o, se puede dar un paso ¢, ~y, R Qg1 tal
que ©o~"wn11 es localmente perezoso para o.

e Sea o una solucion de wg Yy wo ~ @1 ~ ...~ @, un computo globalmente perezoso
para o con testigos minimales 99)70 > 7' > .. @lr. Entonces, para toda posicion u
en ¢, demandada por o, )", se puede dar un paso @, ~, R ©ny1 Y €legir un testigo
minimal ‘P:rf de .1 para o de modo que wog~ ...~ w,11 €s globalmente perezoso

para o.
El siguiente teorema resulta ahora casi inmediato

Teorema 4.4 (Completitud del estrechamiento perezoso por restricciones)

Sea o« una solucion de . FEntonces existe un computo p~~"1 globalmente perezoso y semdnti-
camente terminado para .

Algunos comentarios sobre los resultados anteriores. El lema 4.3 sobre reduccion de la
complejidad de objetivos es el que proporciona la informacién mas importante, y donde se
concentra la mayor parte del trabajo técnico que utiliza los ordenes definidos. FEste lema
es mas aprovechado en el segundo apartado del teorema 4.3 que le sigue, que podriamos
parafrasear asi: si la eleccion de las reglas es la adecuada, un computo globalmente perezoso
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termina, independientemente de las posiciones (demandadas) elegidas para reducir. El primer
apartado de ese mismo teorema es mas débil, y podriamos leerlo asi: si la eleccion de las reglas
es la adecuada, un computo localmente perezoso se puede continuar, independientemente de
las posiciones (demandadas) elegidas para reducir, y eventualmente terminar. Recordemos
(ver ejemplo 4.4) que esto no tiene por qué ser cierto si se reduce en posiciones no demandadas,
en cuyo caso podemos perder la solucién buscada, con independencia de la regla elegida para

reducir.

El teorema de completitud 4.4, como suele ser habitual, tiene un enunciado més claro,
pero es mas débil en el sentido de que no refleja el indeterminismo ‘don’t care’ de las posiciones

elegidas.

l.os siguientes ejemplos pretenden aclarar la diferencia entre computos local y globalmente

perezosos.
Ejemplo 4.8

Consideremos el programa

(Orl) or(true,Y)=true. (F) f(X)=g(X)
(Or2) or(X,true) =true. (G) ¢g(X)="true

y el objetivo ¢g = or(f(X),g(Y)) == true, para el que cualquier « es solucién.

El siguiente computo es localmente, pero no globalmente perezoso.

or([(X),g(V)) == true  (0)

ery or(g(X),g(V) == true (o)

~@  or(g(X),true) == true (¢2)

~r(or) true == true,true = true (s3)

las posiciones usadas estdn subrayadas. Son todas ellas demandadas (por cualquier
solucidn), como indica la siguiente secuencia de testigos minimales:

m‘]( FAX),9°(Y)) == true  (¢g’)
o' (g°(X), 6" (V) == true (7))

( O(X) true) == true (03?)
true == irue,true = true (99;3)

Por tanto el computo es localmente perezoso. No es globalmente perezoso, pues no se
verifica ) > ', y para el iinico otro testigo minimal de @1, que vendria dado por
cp]ﬂ = or'(¢"(X),g"(Y)) == true, si se tiene ¢ > cp]ﬂ, pero la posicién utilizada en el
paso @y ~ o no es demandada por cp]ﬂ. Podriamos describir la situacion diciendo que en
el paso @1 ~ @9 hemos ‘cambiado de testigo (o de plan)’; por lo que en el computo global
hemos hecho reducciones innecesarias. En efecto, las reducciones realizadas en @1 ~ 09 ~» 3
pueden efectuarse desde g, sin que el paso ¢g ~ 1 aporte nada. Dicho con més claridad,

un computo globalmente perezoso seria
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or(f(X),g(Y)) ==true  (p0)
~ (@) or(f(X), true) == true (1)
~r(or) true == true,true = true (i)

al que corresponderia la secuencia de testigos minimales

Pl (fO(X),g1 (Y)) == t{rue (9986)
r] (]l‘o()()7 true) == tlrue (1&:1)
traue —— fT‘?I/e, true — true (Qb%?)

para la que @70 > 7 > 2.
Otro computo globalmente perezoso provendria de perseverar en el ‘plan’ correspondiente

al paso g ~

Or(i(x)vq(y)) == 1Ilrue (990)
~y o or(g(X),g(Y)) ==true (1)
~@)  or(true,g(Y)) == true (¢h)
~(or1) true ==true true = true (%)

para el que una secuencia de testigos minimales decrecientes seria
rH(f2X), 7)) == true (7))

or (g (X).4°(V)) == true (7))

r!(true, g*(V)) == true (©5°)

(#5)

true == irue,true = true

En el ejemplo anterior todos los cdmputos presentados (de hecho todos los posibles)

terminan. En el siguiente vemos que puede haber cdmputos localmente perezosos infinitos,

en los que se cambia constantemente ‘de plan’ 5.

Ejemplo 4.9

Dado el programa

(F)  J(X)= ( (X))-
(G1) 9(0) =
(G2) g(X)= ( )
(H) h(X)=0
existe un computo localmente perezoso infinito para el objetivo f(0) == 0
f(0)==0 (¢0)

~ g(f(0)==0  (¢)
~ g(g9(f(0))) ==0 (p2)

15 - ,
También podriamos llamarlos entonces locamente perezosos.



4 SEMANTICA OPERACIONAL DFE CFI,P-PROGRAMAS 56

Cada posicién utilizada (subrayada) es demandada, como prueba la secuencia de testigos
minimales

El computo no es globalmente perezoso pues, por ejemplo, no se tiene ¢’ > @', v para
el finico otro testigo minimal de 1, que es ¢?(f°(0)) == 0 ( y que si resulta ser < ¢f°),
la posicion en la que se reduce en el siguiente paso (la de f(X)) no estd demandada. Es
decir, hemos ‘cambiado de plan’. T.o mismo pasa en el resto de los pasos del cémputo con la
subexpresién f(X) que aparece cada vez mas internamente.

Nétese de todos modos que, aunque puedan ser infinitos, en los coémputos localmente
perezosos nunca estamos perdidos del todo (si la eleccion de las reglas es adecuada), pues en
cualquier paso el cémputo se puede continuar a uno globalmente perezoso (desde ese punto),
y por tanto terminar.

<&

4.4 Combinacién del estrechamiento con la resolucién de restricciones

El estrechamiento por restricciones (~) tal como lo hemos definido no es suficiente en la
practica como regla de computo. Algunas de las objeciones que se pueden presentar serian:

e [.a regla para ~ simplemente realiza reescritura, no contemplandose ninguna nocién
de resolucion o simplificacion de restricciones. Como consecuencia, las respuestas com-
putadas (objetivos terminados) pueden consistir en una enorme e ininteligible coleccion
de restricciones.

e [.a propia nocion de cémputo semdnticamente terminado es de escaso valor prictico.
Por una parte, el que un objetivo esté terminado o no depende de la solucion particular
que consideremos, y ademas en un objetivo semanticamente terminado pueden aparecer
subexpresiones no primitivas que, al menos desde un punto de vista ‘sintdctico’, estarian
ain pendientes de ser evaluadas (y de hecho pueden estarlo para soluciones distintas de
aquéllas para las que el objetivo esté terminado). Como es natural, cuando resolvemos
en la prictica un objetivo no conocemos de antemano cudles son sus soluciones, y
precisamente lo que esperamos del computo es obtener una coleccién (posiblemente
infinita, eso si) de restricciones primitivas en algiin modo de forma resuelta, cuyas
soluciones sean las soluciones del objetivo original.

e También la nocién de paso perezoso, basada en la de posicion demandada, es dependiente
de la solucion particular bajo consideracion. Deseariamos disponer de criterios efectivos
para seleccionar posiciones en las que reducir.

El ejemplo que sigue muestra algunos de los problemas indicados.
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Ejemplo 4.10

Consideraremos en este caso un programa de aspecto mas ‘real’, para poder comparar mejor el
tipo de codmputos y respuestas que obtenemos mediante ~» con las que podriamos considerar
razonables desde un punto de vista practico.

Consideremos el conjunto de constructoras CS dado por
CS® = {true, false,0,[ 1}, CS" = {5}, €S* = {[|.]}

En la instancia CFLP(H.) definida por CS, consideremos el programa que define las fun-
ciones card/1y elem/2 mediante las reglas

elem(X,L) = false <L =]] (My)
elem(X,L) = true < L=[Y|Vs],X==VY. (My)
elem(X,L) = elem(X,Ys) «L=[Y|Ys,X==Y. (M)
card(l) = 0 < L=]] (S1)
card(L) = card(Xs) < L=[X]|Xs],elem(X, Xs) ==true. (53)
card(L) = s(card(Xs)) < L =[X|Xs],elem(X, Xs)== false. (S3)

[.a funcién booleana elem devuelve true o false dependiendo de si su primer argumento es
o no un elemento del segundo argumento, que debe ser una lista. La funciéon card devuelve el
nimero de elementos distintos de su argumento, que también debe ser una lista. Obsérvese
que en las reglas anteriores hemos utilizado igualdades de la forma X = ¢ para expresar la
unificacion de un argumento X con un patrdon lineal . Como se comentd en el apartado 2.3.3,
la igualdad = no es continua en CFLP(Hx) , y por consiguiente el uso de restricciones del
tipo X = debe entenderse como una abreviatura sintactica para evitar el uso explicito de
las funciones selectoras ¢ v los predicados reconocedores is_c, de lectura sin duda mas engo-
rrosa. Kn la ~sderivacion que analizamos a continuacién, mantenemos dicha representacion
abreviada, sin que este hecho afecte de modo relevante a la discusion que sigue, ya que todos
los ~+-pasos se dan en igualdades estrictas == o desigualdades =~=. En cualquier caso, en el
siguiente capitulo quedara justificado el uso restringido que hacemos de = para expresar la
unificacion.

Un objetivo para este programa podria ser
< card([A, B) 5= N (¢0)

Una solucién a de ¢q viene dada por

v un valor cualquiera para el resto de las variables. Una ~» derivacion a partir de ¢ que
capture o podria ser la siguiente, en la que hemos abreviado de manera obvia los simbolos
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elem, card, true y false.
ca([A, B]) == N (o)
[

~(sy) X Xs([A, Bl = [X | Xs], el(X, Xs) == [,
s(ca(Xs)) == N) (¢1)

S
T

~y) IX, XS Y YVs([A Bl = [X | Xs], Xs=[V | V5], X ==Y,
el(X,Vs) == f,s(ca(Xs)) == N) (¢2)
~ary X, XY Ys([A,B]=[X | Xs], Xs=][Y | Ys],
X ==Y Vs= [L.f == f,s(ca(Xs)) == N) (¢2)

sy X XS Y Vs, XU XS ([A, Bl = [X | Xs], Xs=[V | V],
==Y Vs=I[],f==[fXs=[X"| X¢],
(X', Xs') == [, s(s(ca(X))) == N) (04)
~ory 33X, XS YV Vs, XL XS ([A, Bl = [X | Xs], Xs=[Y | V],
X=VY,YVs=][],f==Ff,Xs=[X"| X, X =1]],
f== I, s(s(ca(X+))) == N) (¢05)

Podemos comprobar que 5 esta semanticamente terminado para «, es decir, « es solucion

de | ¢5 |. En efecto, podemos redefinir « en las variables existenciales de ¢5 (que son
X, Xs,Y, Vs, X"y Xs') como

) =0, a(Xs) =[s(0)], (V) = (X") = 5(0), a(Vs) = a(Xs) =[]
(

en cuyo caso o] @5 |) resulta ser

a(X

que es cierta en H.

A pesar del empeno que hemos puesto en ordenar en cada paso la restriccion acumulada
de la forma més legible, hay que aceptar que proporcionar a un usuario la restriccion 5 como
respuesta al objetivo inicial g no le animaria precisamente para usar nuestro sistema. Y
si no estamos preocupados en potenciales usuarios, sino solamente en la posibilidad teérica
de implementar el lenguaje C'FLLP(Hx) , hay alguna pregunta que responder, en particular:
jcomo se reconocen los computos semanticamente terminados? Por ejemplo, en la derivacion
anterior (4 no esta semanticamente terminado para ninguna solucién, a diferencia de s
que, como hemos visto, si lo estd para alguna. En ambos casos quedan ain expresiones
no primitivas. ;Cdmo se sabe que ademas hay otras soluciones para las que tampoco s
estd semanticamente terminado, aunque las capture, como por ejemplo la que viene dada por

a(A)=0,a(B) = s(0),a(N) = s(s(s(0)))?

<&

Para concluir esta discusién inicial, podemos decir que al considerar el estrechamiento por
restricciones como tinica regla de cémputo para una instancia C'FLP(R) de nuestro esquema,



4 SEMANTICA OPERACIONAL DFE CFI,P-PROGRAMAS 59

se esta obviando el hecho de que un lenguaje con restricciones es interesante justamente por
la existencia de algin mecanismo especifico (dependiente de la estructura de base), efectivo y
deseablemente eficiente, que permita determinar la satisfactibilidad de restricciones primitivas
y obtener formas simplificadas (o resueltas) para éstas.

Nuestro objetivo ahora es precisar qué entendemos por un mecanismo de resolucién de
restricciones, como se combina con el estrechamiento por restricciones (~+), y bajo qué condi-
ciones podemos garantizar que esta semantica operacional refinada preserva las buenas pro-
piedades correccion y completitud  de que goza el estrechamiento por restricciones.

4.4.1 Resolucidon de restricciones

Dada una Y-estructura R, postulamos la existencia de una relacion
~PFC Cony, x (Cony U{FATL})

de resolucion de restricciones primitivas. FEscribiremos ¢ ~% 1 y leeremos ¢ se reduce
a ¥ (en un paso). Podemos entender FATL como una restriccién trivialmente falsa (que,
por definicion de ~ es irreducible). Operacionalmente, ¢ ~“ FATL indica un cémputo
fallido y s6lo puede producirse (salvo que ~+° no sea correcta, ver definicion mas abajo) si
o es insatisfactible. Puesto que ~+°* determina de modo implicito un mecanismo de resolu-
cion de restricciones, nos referiremos a ~+"* indistintamente como ‘relacién de resolucion de
restricciones’ o ‘sistema de resolucién de restricciones’.

Estaremos interesados en sistemas de resolucion de restricciones que cumplan algunas
propiedades naturales, como las que recoge la siguiente definicion.

Definicién 4.15

S

Un sistema de resolucion de restricciones primitivas ~*° se dice

(i) correcto si para todo paso @~ by« |E 1, se tiene a = ¢.
1) completo si para toda @ ~°-reducible y toda « existe ¢ tal que o ~°° o .
P p ® Y £ 2. que © Y
11) terminante si no hay reducciones g ~° 1 ~° 9 ~= | infinitas.
) P £ £ ,

(iv) semiterminante si no hay reducciones g~ @1 ~> g~ [ infinitas, tales que p;
sea satisfactible V.

(v) que admite formas resueltas si ¢ es satisfactible, para toda ¢ ~ -irreducible distinta de
FATL. Llamamos forma resuelta a cada una de estas ¢ , y si oo~ @, decimos que
@ es una forma resuelta de @q.

(vi) de decisién si es correcto, completo, terminante y admite formas resueltas.
(vii) de semidecision si es correcto, completo, semiterminante y admite formas resueltas.

(viii) finitamente ramificado si para cualquier ¢ € Cony, el conjunto {1 € Cony | ¢ ~* ¢}
es finito.
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Como consecuencia bastante inmediata de estas definiciones, obtenemos las propiedades
que siguen, en las que usamos la notacién sol(p) = {a | a &= ¢}.

Proposicion 4.5

Sea ~“ de semidecision. Fntonces:

(a) Si o ~" FAIL, entonces ¢ es insatisfactible.
(b) Si o l= ¢, existe una forma resuelta 1 de ¢ tal que o |= 1.

(¢) Si~+ es de decision se tiene el reciproco de (a). Si ademds es finitamente ramificado,
toda restriccion satisfactible ¢ tiene un nimero finito de formas resueltas ¥y, ..., 0, y
se tiene sol(p) = sol (Y1) U ... U sol ().

En lo sucesivo, suponemos que ~+ es (al menos) de semidecision y finitamente ramificado.

S

El disponer de la relaciéon ~+“ nos permite de momento dar una nociéon mas efectiva de lo

que entendemos por terminar un computo.

Definicion 4.16 (Objetivos terminados)

Se dice que @ estd terminado para « si @ es una forma resuelta y o es solucion de .

Aunque por conveniencia para futuros resultados la definicion sigue haciendo referencia a
una determinada solucion, obsérvese que toda forma resuelta es un objetivo terminado para
sus soluciones, por lo que si ~ estd definida de manera efectiva mediante reglas que permitan
reconocer la ~"*-irreducibilidad, ya disponemos de un criterio efectivo de terminacion de los
computos.

“* en R esta concebida para ser combinada con el es-

[.a resolucidon de restricciones ~»
trechamiento por restricciones ~+ y obtener asi un mecanismo de computo de cardcter mas
practico para la instancia C'FLP(R), que permita simplificar las restricciones durante el
computo, descartar posibles computos sin solucidn, y proporcionar respuestas en forma sim-
plificada. Pero observemos que hemos supuesto ~+%° definida sobre restricciones primitivas,
mientras que en general en los C'F L P-computos encontraremos restricciones con subexpre-
siones no primitivas, sin que ello requiera necesariamente la reduccion por estrechamiento

(~+) de dichas subexpresiones, ya que podria violarse el cardcter perezoso de los computos.
Ejemplo 4.11

Aunque no sera hasta el proximo capitulo (ver 5.4) cuando presentaremos, mediante un
conjunto de reglas, un sistema de resolucion de restricciones primitivas para la instancia
CFLP(Mx) , no sorprenderd que, dadas las constructoras ¢/2,5/1,0/0, se pueda efectuar
una ~+“-derivacion

c(0, X)) == ¢(s(0),Y) ~" true

que reconozca que la desigualdad inicial es cierta con independencia de los valores de X e Y.
Esta iltima afirmacion seguiria siendo valida si la desigualdad inicial fuese ¢(0, f(X)) =/=
c(s(0),Y) (¢), donde f es una funcién definida, por lo que también seria de esperar que

(0, F(X)) == e(s(0), V) ~" true
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Sin embargo, desde un punto de vista meramente formal, una derivacion como la anterior
no es posible por medio de un resolvedor de restricciones ~+“ que, como se indica arriba,
suponemos definido solamente para restricciones primitivas; no es éste el caso de la desigual-

dad c(0, f(X)) == e(s(0), V).

Obsérvese ademas que para conseguir reducir ¢ finalmente a true no podemos confiar en
estrechar ¢ (mediante ~ en la posicion de f(X)) hasta obtener una restriccién primitiva 9,

S

- * ’ .

para posteriormente resolver 1) ~“" frue; no solamente se haria trabajo superfluo (pues ¢ es
cierta con independencia del valor de f( X)), sino que estrechar en f(X) (el iinico uso posible
de ~ en este caso) puede suponer pérdida de soluciones de ¢. Asi sucederia, por ejemplo, si

f viene definida por la regla f(X) = X < f(X) == f(X). Tendriamos entonces

P~ (0, X) == ¢(s(0), V), f(X) == f(X) (¢)

con lo que pasamos de g, que admite cualquier valoracién como solucidn, a 1, que no tiene
soluciones.

La situacién presentada aqui es muy similar a la del ejemplo 4.4, donde se mostraba por
primera vez el peligro de estrechar en una posicion no demandada. De todos modos, entre
ambos ejemplos existe alguna diferencia de interés para la discusién que nos ocupa ahora:
en 4.4 f(X) aparecia como argumento no demandado en la expresiéon ¢g(f(X)), y de hecho
podiamos hacer desaparecer f(X) estrechando en la posicion de g. En nuestro caso actual,

solo las reglas de ~“ podrian hacerse cargo de la eliminacién de f(X), si no fuese porque

~+ egtd definido sdlo sobre restricciones primitivas.

<&

Se desprende de todo lo anterior la necesidad de considerar una extension de ~, llamé-
mosla ~+", que actiie también sobre restricciones no primitivas. La idea de tal extension, es
que permita dar pasos de resolucion de restricciones (posiblemente no primitivas) que sean
véalidos con independencia de la interpretacion que pueda darse a los simbolos no primitivos.

Es esta extension ~+% la que queremos combinar con el estrechamiento por restricciones
~+, para obtener un mecanismo de computo més realista. Fn la siguiente definicion precisamos
las propiedades que esperamos de ~+°* para ser una extension adecuada de ~+%%.

Definicién 4.17

Sea ~C Cony, X (Congs U{FAIL}) un sistema de semidecision de restricciones primitivas.

S

Decimos que ~"°C Conxya X (Consua U{FATL}) extiende con pereza a ~>°
siguientes propiedades:

si verifica las

o ~% restringido a Cony, (restricciones primitivas), coincide con ~»%.

e Correccién: Para toda T € TNT, si QO’\»CAS Yy a =" entonces a =1 .

e Completitud: Para toda I € TNT, si ¢ es ~% _reducible y o =" @, entonces ¢ st W
y a =", para alguna <.
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e Pereza: Si o || ¢ |, existe o primitiva tal que ¢ Nt vy o=l

[L.a correccion y completitud se piden para interpretaciones cualesquiera porque entende-
mos ~+%° como un sistema independiente del programa, y por tanto independiente del signifi-
cado que puedan tener los simbolos no primitivos. Notese por otra parte que la correccion y

S

la. completitud de ~+° implican en particular la correccion y completitud de ~+%%.

Para analizar el significado y la necesidad de la condicion de pereza, hagamos antes algunas
consideraciones acerca de una forma obvia de conseguir, a partir de ~+“*, una extension ~»“
correcta y completa. Informalmente, para efectuar un paso ¢ ~+“ ¢, siendo ¢ una restriccion
no primitiva, se realiza ¢ ~ ¢/, siendo ¢’ el resultado de reemplazar por variables nuevas
las subexpresiones no primitivas mds externas de ¢; la restriccion (posiblemente no primitiva)
1) se obtiene de efectuar el reemplazamiento inverso en 1.

Aplicando este mecanismo a nuestro ejemplo anterior ya obtendriamos, como deseabamos,

~ %

c(0, (X)) == ¢(s(0),Y) ~" true
supuesto que se tuviese (como parece razonable)

c(0,0) == ¢(5(0),Y) ~" true

S

Pero por desgracia la correccion y completitud requeridas arriba para ~“ no son su-

ficientes  y por tanto tampoco el mecanismo descrito  para nuestros propositos, al no
garantizar que todas las soluciones de un objetivo queden cubiertas por un cémputo ter-
minado. Dicho de otro modo, no queda asegurado que sea posible pasar de un computo
semanticamente terminado a otro terminado. Veamoslo con un ejemplo.

Ejemplo 4.12

Sea CS° = {0}, CS' = {s}, y consideremos, en la instancia C'FLP(H,) correspondiente a
CS, el programa que define la funcién constante f/0 por la regla

f=s(f)

Teniendo en cuenta que la funcién f denota el drbol infinito s(s(s. .., es claro que el objetivo
i dado por

X ==
admite como soluciones las infinitas valoraciones que dan a X los respectivos valores

0,5(0), s(s(0)), ...

Mediante un paso de estrechamiento

X == [~ X == (/)

llegamos a un objetivo semanticamente terminado para la solucién «(X) = 0, pero sin em-
bargo no terminado, pues X =/= s(f) no es una restriccién primitiva. Sin embargo, en
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virtud del mecanismo propuesto mas arriba para la extension ~“ X =/= s(f) resultaria ser
~-irreducible, si se tiene en cuenta que la restriccion primitiva X == s(U) estd en forma
resuelta, de acuerdo con las reglas para CS que daremos en la seccion 5.4. Asi pues, la unica
forma de continuar el cémputo seria dar un nuevo paso de estrechamiento

X =/=s(f)~ X == s(s(f))

El nuevo objetivo esta semdnticamente terminado, pero una vez mas no terminado, para las
soluciones a(X) = 0y (X)) = s(0). Estariamos en una situacion similar a la de antes, en pre-
sencia de un objetivo no terminado y sin embargo ~+“-irreducible. Pasos de estrechamiento
adicionales no resuelven la situacion, por lo que concluimos que para el objetivo inicial ¢, aun
teniendo infinitas soluciones, no existen computos terminados. En resumen: se ha perdido
la. completitud (siempre asumiendo como extensién ~+° la obtenida por el procedimiento de
mas arriba).

<&

La propiedad de pereza que pedimos a ~»“

estd introducida precisamente para paliar
este problema. l.a idea es que ~+“ permita pasar de objetivos semanticamente terminados a
objetivos terminados, es decir, que se haga cargo de la eliminacion de aquellas subexpresiones

no primitivas cuya evaluacién no sea necesaria.

's facil probar que, en el caso de que ~+“® sea terminante, la condicion de pereza se puede
Es facil b , | d o8 t te, | d d d
expresar de un modo mas simple.

Proposicion 4.6

Sea ~" una extension correcta, completa y terminante de ~“°. Fntonces: ~° es perezosa

si y solo si para toda @ no primitiva y ~“*-irreducible, se tiene que | ¢ | es insatisfactible.
Ejemplo 4.13

Considerando el programa y objetivo del iltimo ejemplo, veamos como deberia comportarse
la extension ~+"* para ajustarse a la condicion de pereza que acabamos de imponer.

Que el objetivo ¢ = X =/= s(f) esté semdnticamente terminado para a dada por
a(X) = 0 quiere decir que o |E| ¢ |, y por tanto | ¢ | es satisfactible. Por la condicién de
pereza, ¢ debe ser ~%_reducible (posiblemente en varios pasos) a una restriccién primitiva
que capture a. lLas reglas que daremos en 5.4 para ~% en CFLP(H4) permitiran en efecto

los dos siguientes ~+“*-pasos alternativos para ¢:

(f) AT X = () (Alternativa 1)

X
X (f) X = s(U),U =~ f (Alternativa 2)

T

S
S

IL.a primera alternativa es ‘perezosa’, en el sentido de que captura aquellas soluciones de
o para las que la evaluacion de f no es necesaria, haciendo de hecho desaparecer f de ¢.
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Observemos que hemos llegado (en este caso en un solo paso, en general se necesitaran mas)
del objetivo semanticamente terminado ¢ a la forma resuelta X = 0, es decir, a un objetivo
terminado.

I.a segunda alternativa cubre el resto de las infinitas soluciones de . Para continuar el
computo por ella es preciso estrechar f para obtener

X = s(U),U == [~ X = s(U),U == s(f)
Para este nuevo objetivo existen de nuevo dos ~%_alternativas

X = s(U),U == s(f) ~ X = s(U),U =0
X = s(U),U == s(f) ~ X = s(U),U=s(V),V == f

la primera de las cuales es ya primitiva y se puede ~“-reducir a la forma resuelta X = s(0).
Reiterando el proceso se irian obteniendo el resto de las soluciones del objetivo.

<&

En cierto sentido, se puede afirmar que la distincion que hemos hecho entre ~ y ~»%*
es meramente retdrica, pues en definitiva es ~+ (que incluye a ~»°®), la que se combina con
el estrechamiento ~». No hay necesidad real de definirla como extension de ningin sistema
previo ~% 16 Gi lo hemos hecho asi ha sido por motivos de claridad de la exposicion, y para
poner énfasis en lo que podria ser un proceso bastante natural de disenar ~-°%:

e En primer lugar se disena ~+®, sin preocuparse en absoluto de que vaya a ser usada en
combinacién con ~+, ya que las propiedades que le pedimos dependen exclusivamente
del dominio de base, independientemente de su uso en una instancia de CFLP(X).
De hecho, en muchos casos ~+“ puede ser un sistema conocido de antemano, cuya
existencia sea precisamente la que justifique el interés de la instancia en cuestion.

e En segundo lugar, se examina qué modificaciones hacen falta en la extension ‘natural’
de ~+°* para conseguir la condicidn de pereza.

Una vez clarificado el papel de la extension N y las propiedades deseables para ella,

S S

, aclarando

incurriremos en un abuso mas de notaciéon y utilizaremos ~“° en lugar de ~»°

cuando sea preciso si estamos ante una restriccion primitiva o no.

4.4.2 Correccion y completitud

Ya estamos en condiciones de definir con precision la semantica operacional refinada, que
consiste simplemente en la combinacion del estrechamiento por restricciones con la resolucion

16 . e e , - . .

Fn este caso, la primera condicién de la definicién 4.17 deberia reemplazarse por: ‘~+“*| restringido a
Cons, es un sistema de semidecisién’. Como ademas la correccion y completitud de ~+“° implican la de
su restriccion a Cony, la condicién anterior queda reducida a la semiterminacion y la existencia de formas
resueltas.
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de restricciones. Es decir, la relacion que expresa un paso de computo viene dada por

nes

~ =~ U~

para la que se tienen los siguientes resultados de correccion y completitud, andlogos a los
teoremas 4.1 v 4.4 para ~».

Teorema 4.5 (Correccion de ~"")

. * ., ., L
St ~" 4y v es solucion de ¥, entonces o es también solucion de .

Demostracidn:

- - .« 7 ’ ’ *
Por una sencilla induccion sobre el nimero de pasos del computo ¢ ~" ). Para un paso
© ~+" 1) basta tener en cuenta la correccion de ~ (teorema 4.1) y la propiedad de correccidn
pedida a ~+°°. O

En el teorema siguiente se establece la completitud de la semantica operacional dada por

nes

la. combinacion ~» En su enunciado, la nocién de ‘localmente perezoso’ se refiere a los

~-pasos de que conste un computo. No hay ningin inconveniente en aplicar tal nocion a

nes

~="%_cdmputos.

Teorema 4.6 (Completitud de ~")

., . . * .
Sea o una solucion de ¢. Fntonces existe un computo localmente perezoso @ ~"" b termi-
nado para .

Demostracidn:

Por el teorema 4.4 existe un cémputo ¢~*1y globalmente perezoso (por tanto localmente
perezoso) y semanticamente terminado para «a, es decir, o || ¥ |. Por la condicién de
pereza, existe 1y primitiva tal que 1y~ ;. Como ~+*, restringido al caso de restricciones
primitivas, es un un sistema de semidecision, se tiene, por la proposicion 4.5, que existe una
forma resuelta, 1o, para 17, que tiene a « como solucion. FEso quiere decir que hemos
encontrado un computo terminado para «, que vendra dado por

o~k
@V*Qbo ~ e L5

Este teorema, aun siendo interesante, constituye un resultado no muy fuerte de completi-
tud, pues no dice nada acerca de como intercalar pasos de estrechamiento ~+ con pasos de
resolucion de restricciones. El cdmputo obtenido en la demostracion tiene de hecho un aspecto
bien poco ‘combinado’, pues consta de una serie de pasos de estrechamiento, seguidos de otros
de resolucién de restricciones. Eso no quiere decir, por supuesto, que no pueda haber otros
computos de cardcter mds mixto que también terminen, pero lo cierto es que ni el teorema,
ni su demostracion dicen nada al respecto. Una parte importante de la segunda parte de este
trabajo en la que aplicaremos los resultados generales del esquema C'FLP(X) a la instan-
cia CFLP(Hx) consistird en obtener resultados de completitud mds fuertes que éste. Kl



4 SEMANTICA OPERACIONAL DFE CFI,P-PROGRAMAS 66

investigar condiciones sobre los sistemas de resolucion de restricciones que permitan obtener,
con caracter general, resultados de completitud mas fuertes que el anterior, constituye sin
duda un punto de interés para trabajos futuros.

Para terminar este apartado, revisamos el ejemplo que lo inicid, intentando poner de
manifiesto el hecho de que la semantica operacional combinada dada por ~"% proporciona
computos mucho mas razonables.

Ejemplo 4.14

Consideremos el mismo programa, objetivo y solucion del ejemplo 4.10. Un posible ~»""-

S

computo seria el siguiente, en el que ~“® es la relacion definida por las reglas que se presen-
tardn en la seccion 5.4. Como las reglas usadas son muy razonables, abreviaremos algunos

*
pasos en la forma ~" .

ca([A,B]) == N (¢0)
(s 3X, Xs([A, Bl =[X | Xs],el(X, Xs) == [,

s(ca(Xs)) == N) (1)
A8 AX, Xs(A= X,[B]= Xs,el(X, Xs)==f,

s(ca(Xs)) == N) (#2)
Gl [B]) == f.(ca([B]) 5= N (2)
~vy Y Ys(IBI =Y | Vs, A==,

~(s) X XS(A == B [B] = [X']| X&,el(X', Xs') == f,
s(s(ca(Xs))) == N (¥3)
~" A== B el(B,[]) == f,s(s(ca([]))) == N (¢0)
~amy A== B =11,/ == fs(s(ca([]))) == N) (#10)
~ A=k Bs(s(ea([]))) == N (w11
~ JU(A == BN =s(U), U =& s(ca([]))) (12)
~ JU(A == B,N = s(U),U = 0) (¢13)
~% A== B,N = 5(0) (¢14)

ILa diferencia con el cémputo que inicid este apartado es notoria. Ahora si resulta claro
que 14 captura la solucion a dada por a(A) = 0, a(B) = s(0), «(N) = s(0). Hemos detallado
cuidadosamente los 1iltimos pasos de resolucion de restricciones para que se aprecie el paso
desde @19 (que ya estaba semanticamente terminado para «, pero contenia aiin expresiones
no primitivas), hasta ¢4, que es una restriccién primitiva irreducible.

Es interesante observar que, en este ejemplo particular, una forma en principio mds natural
de terminar el cémputo a partir de ¢y, seria reducir card([]) a 0, para obtener el nuevo
objetivo A =/= B, s(s(0)) =/= N, que ya estaria terminado, y ademds serfa una respuesta
més general que la obtenida en el computo mostrado. Debemos indicar en este punto que
la posibilidad de haber procedido asi esta basada en la propiedad de que card([ ]) puede ser
reducido a forma normal; pero esto no va suceder asi en general, ya que hay expresiones que
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denotan arboles infinitos. Por otra parte, tal propiedad, ademas de ser indecidible, depende
por supuesto de las reglas del programa que definan las funciones, mientras que en nuestra
concepcion la resolucion de restricciones ~+% debe ser un mecanismo independiente de las
reglas.

<&



Parte 11
Estudio de SF'L.
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5 El lenguaje SF L.

En lo que resta de este trabajo nos dedicaremos al estudio detallado de SF' L., un lenguaje
en el que se combinan las caracteristicas de un lenguaje ldgico-funcional perezoso con el uso
de designaldades. El lenguaje SF Ly estd introducido en [8].

Son varios los objetivos que queremos cubrir al considerar este lenguaje concreto. En un
lugar destacado se encuentra nuestro interés en comprobar si el esquema teérico CFLP(X)
que hemos investigado en la primera parte contribuye realmente al estudio y desarrollo de
lenguajes de programacion concretos. Como ya hemos visto, el esquema es desde luego
bastante general, en el sentido de que muchos paradigmas de programacion declarativa son
expresables en él. Seria entonces demasiado esperar que, dada la relativa simplicidad con que
hemos obtenido sus propiedades mas importantes, todos los problemas (siquiera tedricos)
relativos a un lenguaje quedasen automaticamente resueltos por el mero hecho de ser una
instancia del esquema. Como veremos, no es asi en el caso de SF' L. Fso tiene sin embargo
su interés, porque el proceso de ajuste (muy fino, en ocasiones) que tendremos que hacer
para fijar SF L, como instancia de C'F'LLP(X) sera cooperativo: a veces, la generalidad del
esquema servird para comprender mejor algunos aspectos que estaban ocultos por lo concreto
del lenguaje; en otras ocasiones, la necesidad de abordar con métodos especificos problemas
no resueltos por el esquema puede aportar luz a las limitaciones de éste ltimo y sugerir
formas de superarlas.

Como segundo objetivo importante estd, por supuesto, el lenguaje en si. T.a combinacidn
de igualdades y desigualdades en un mismo sistema ha despertado interés en la literatura
desde hace tiempo, y nuestro lenguaje es una contribuciéon més en esa linea. Queremos
ademas investigar el lenguaje de una forma bastante integral, desplazandonos de manera
gradual desde la fundamentacion matematica de sus propiedades tedricas, hasta los aspectos
mas concretos de su implementacion.

5.1 Introduccién

Muchas de las propuestas que se han hecho para la integracion de la programacion funcional
y l6gica (vedse la seccion 1.2) utilizan sistemas de reescritura condicionales como programas
v estrechamiento como mecanismo operacional para evaluacion de expresiones o resolucion
de objetivos ecuacionales. En particular, los llamados lenguajes logico-funcionales utilizan
estrechamiento perezoso [131] como seméntica operacional.

El estrechamiento es un mecanismo de coémputo que, al combinar unificacion con rees-
critura, produce sustituciones que pueden ser entendidas como ecuaciones X =t como
respuestas. .o que nos interesa de ello en este momento es destacar el hecho de que, como
cualquier otro mecanismo que produzca sustituciones como respuestas (resolucién, p. ej.), el
estrechamiento puede necesitar obtener un nimero infinito de respuestas en algunos casos en
los que el uso de informacion negativa podria reducir el conjunto de soluciones a un tamano
finito. Por ejemplo, la desigualdad X # Y no puede ser reemplazada por ningin conjunto
finito y equivalente de ecuaciones (salvo si el dominio sobre el que varian las variables es
finito). Parece claro que desde el punto de vista de la capacidad expresiva es interesante uti-
lizar desigualdades para expresar condiciones en los programas y, lo que es mas importante,
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permitir su apariciéon como parte de las respuestas (lo que obviamente exige mantenerlas
durante los coémputos).

lL.a idea de complementar la unificacién  entendida como un proceso de resolucién de
ecuaciones sobre algin dominio de términos o arboles  con la resolucion de desigualdades
forma parte de la propia concepcion de PROLOG 11 [31, 32, 33] aceptado hoy dia como el
primer lenguaje de programacion ldgica con restricciones y se mantiene en PROLOG TIT [34].
Otros lenguajes, aparecidos ya como instancias del esquema C'LP(X) [78, 79], incorporan
también desigualdades, interpretadas sobre un cierto dominio de términos o arboles, a su
lenguaje de restricciones. Ejemplos de ello son CLP(FT) [143], cuyo dominio es el propio
universo de Herbrand, o el lenguaje {log} [49, 22] cuyo dominio extiende el universo de
Herbrand mediante una operacién de construccion de conjuntos finitos. Por otra parte, sin
estar expresamente relacionado con ningin lenguaje de programacion, existe mucho trabajo
tedrico profundo sobre unificacion y resolucion de desigualdades (vedse, p. ej., [87, 35] como
recopilaciones recientes).

Trabajos va cldsicos acerca de problemas ecuacionales '7 interpretados en distintas alge-
bras de arboles (finitos, racionales o infinitos) son [32, 97, 108, 36].

En [52] se da un procedimiento para resolver desigualdades (implicitamente cuantificadas
existencialmente) interpretadas en un cociente del universo de Herbrand determinado por
una teoria ecuacional F. El procedimiento, basado en estrechamiento, es completo si F viene
dada por un sistema de reescritura convergente bdsico (‘ground convergent’). FEl procedi-
miento, que requiere en general un costoso test de reducibilidad basica, puede hacerse més
eficiente en caso de que el sistema esté basado en constructoras. Por utilizar estrechamiento
como regla de computo, las soluciones obtenidas son sustituciones, no contémplandose la po-
sibilidad de incluir desigualdades en las respuestas. Por otra parte, los sistemas de reescritura
considerados son incondicionales.

Una situacion similar se da en [15], donde se propone una ampliacién del lenguage 1.PG
[14] para permitir la aparicion de desigualdades en las condiciones de las clausulas que definen
predicados. Kl uso de desigualdades no estd contemplado en la definicion de funciones, que se
efectiia mediante reglas condicionales (sin variables extra). El procedimiento usado en este
caso es una extension de ST D-resolucion, que produce sustituciones como respuestas.

En [129, 130] se adapta la propuesta de Stuckey [145] de negacion constructivaen C'LP(X),
dando como resultado un procedimiento, basado en estrechamiento, que resuelve constructi-
vamente la negacién con respecto a una teoria ecuacional que admite, a su vez, negaciones
en las condiciones de las clatisulas. FEl procedimiento es correcto y completo para teorias
normales candnicas, completamente definidas, con disciplina de constructoras y sin variables
extra en las condiciones. El uso que se hace de la negacién (desigualdades) es en este caso
mas expresivo que en los anteriores (y que en el nuestro) pues, como es natural en el contexto
de la negacion constructiva, incluye cuantificacion universal. Un enfoque similar, basado en
las ideas de negacidn constructiva, se realiza en [115], para un lenguaje logico funcional con
funciones estrictas.

Ninguna de las propuestas anteriores puede considerarse adecuada para nuestros propd-
sitos. Aparte de los inconvenientes ya citados, ninguna de ellas sirve para expresar progra-

""Un problema ecuacional [36, 35] es una férmula de primer orden cuyo tinico predicado es la igualdad.
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macion logico-funcional perezosa. El reflejo semantico de ello es que en los trabajos citados
la igualdad y la desigualdad se interpretan como igualdad y desigualdad ‘verdaderas’ (=, #)
en el dominio de base, y en particular son una negacion logica de la otra. Como se des-
prende de algunas discusiones previas (ver 2.3.3), y en seguida volveremos a precisar, eso no
es asi en nuestro lenguaje SF L4, cuya semantica requiere interpretaciones continuas para
las operaciones predefinidas, incluyendo la igualdad y desigualdad que hayan de considerarse
(==,=/=). Entre otras consecuencias, eso supone que == y =/= no son negacién una de
otra.

Pasemos ya a presentar el lenguaje SF1 ..

5.2 Sintaxis de SF .. SFIL,-programas

Partimos de una signatura de primer orden, constituida por un conjunto de simbolos de
constructora CS = |JCS™, junto con un conjunto de simbolos de funcion A = [JA”. CS"
y A" son los conjuntos de simbolos (de constructora y funcién respectivamente) de ari-
dad n. Suponemos que la constructora true forma parte de CS?, y que CS™ es no vacio
para alguna aridad n > 0, es decir, hay al menos una constructora no constante '®. Usa-
remos ¢,d, ... como simbolos de CS, v f,¢g,... para simbolos de A. FEstos simbolos, en
compania de un conjunto numerable de variables V', determinan, como en otras ocasiones,
los conjuntos Term(= Tes(V)) de términos (en los que aparecen variables y constructoras) y
Fxp(=Tesua(V)) de expresiones (en las que pueden aparecer también simbolos de funcién).
Noétese que los términos son, para una signatura de constructoras, las expresiones primitivas
que hemos considerado anteriormente para signaturas mas generales.

Definicién 5.1 (SFLy-reglas y programas)

(a) Una SFLy-regla para definir un simbolo de funcion f € A tiene la forma

fltr,... t,) = e <= Ig, Desig
donde
e t1,..., 1, son términos de Term, y la tupla (t1,...,t,) es lineal (es decir, no hay
una variable en ella que aparezea mds de una vez). A f(ty,...,t,) se le llama
cabeza de la regla y a t1,...,1,, patrones de la regla.

e ¢ es una expresion de Fap, que llamamos cuerpo de la regla.

e Ig esdela formaly == rq,...,1, == r,, siendo ly,r,...,1,, 1, erpresiones de
Fxp.
e Desig esde la formaly ==, ...l =~=r!  siendol|,v|,...,I. v, expresiones

de Faxp. A Tg, Desig le llamamos restriccion o condicion de la regla.

" Esta condicién es necesaria para que el universo de Herbrand sea infinito, ya que los métodos que estu-
diaremos no son validos para el caso de universos finitos. Si, por motivos practicos, se consideran distintos
géneros, cada uno de ellos debe cumplir la condicion pedida al conjunto de constructoras.
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(71) Un SFLy-programa es un conjunto finito de reglas para los simbolos de A.

(7ii) Un SFLy-objetivo inicial es una restriccion Ig, Desig similar a la condicion de una
regla.

Como ya hicimos en el caso general de C'F'ILP(X), no imponemos en la propia definicién
condiciones sintdcticas de no ambigiedad. Preferimos establecer condiciones semanticas que
podremos expresar cuando dispongamos de una semantica declarativa  sin que ello impida
que luego se adopten condiciones efectivas suficientes para garantizar aquéllas.

En una primera explicacion informal del sentido de estas reglas, digamos que operacional-
mente seran utilizadas como reglas de reescritura condicionales. El simbolo == (igualdad
estricta) en una condicién [ == r expresa que [ y r pueden ser reducidos a términos unifica-
bles. El simbolo == (desigualdad o inconsistencia) en una condicién [ == r expresa que [ y
r pueden ser reducidos hasta un punto en el que se pueda detectar la aparicion de simbolos
de constructora diferentes a ambos lados. El motivo de que no usemos los simbolos = y #,
v de que no hablemos sin més de igualdad y desigualdad, es que, como veremos en seguida,
==y =/= no van a ser interpretados como la igualdad = y desigualdad # ‘de verdad’ en el
dominio de cémputo que vamos a fijar.

Veamos antes un par de ejemplos sencillos de SF'L-programas. Fl primero, ya utilizado
en 4.10 para otros propositos, nos muestra el uso de las desigualdades en programas y res-
puestas. El segundo, tomado de [103], pone de manifiesto que SF L, es una extension del
(fragmento de primer orden del) lenguaje légico-funcional perezoso SFIL [63, 64, 61], y como
tal puede manejar objetos infinitos. Aunque SFI no es lo especifico de nuestra aportacion,
no esta de mas recordarlo con un ejemplo.

Ejemplo 5.1

Consideramos los conjuntos de simbolos CS, A dados por

CS" = {true, false,0,[]} CS' = {s} cS* ={[.I}
AY = {card/1} A% = {elem/2}

Las funciones card/1 y elem/2 estan definidas mediante las reglas

elem(X,[]) = false. (My)
elem(X,[Y | Ys]) = true =X ==Y. (My)
elem(X,[Y |Vs]) = elem(X,Ys) <X =Y. (My)
card([]) = 0. (S1)
card([X | Xs]) = card(Xs) < elem(X, Xs) == true. (52)
card([X | Xs]) = s(card(Xs)) < elem(X,Xs)== false. (S3)
Un objetivo para este programa podria ser card([X,Y]) == N, para el que esperariamos
como respuestas X == Y, N == 5(0) y X =/= YV, N == s(s(0)). Ndtese de paso cémo al
escribir objetivos de la forma e == N se fuerza la reduccion de e hasta conseguir un término,

que se recoge en N.

<&
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Ejemplo 5.2

Consideramos los conjuntos de simbolos CS, A dados por

CS° = {true, false,0,[]} CS' = {s} CS? =A{[LI.1}

A" = {nats_desde/1} A% = {menor_g/2, corta/2}

l.as funciones de A estan definidas mediante las reglas

menor_g(0,Y) = true. (My)
menor_ig(s(X),0) = false. (M3)
menor_ig(s(X),s(Y)) = menor_ig(X,Y). (Mj)

corta(N,[]) =[]

corta(N,[X|Xs]) = [X] < menor_ig(N, X) == true.
corta(N,[X|Xs]) = [X]eorta(N, Xs)] < menor_ig(N, X)== false.
nats_desde(N) = [N|nats_.desde(s(N))]. (N)

v su significado es claro:

73

menor_ig(n, m) determina si el niimero natural n representado mediante las constructoras

0y s es menor oigual que m.

corta(n,l) devuelve un segmento inicial de la lista [ (posiblemente infinita), cortada en el

primer elemento mayor o igual que n.

nats_desde(n) genera la lista infinita de los naturales, a partir de n.

Un objetivo seria corta(N, nats_desde(0)) == [0, s(0)], para el que esperamos la respuesta

N = s(0).

<&

5.3 SFIL, como instancia de CFLP(X)

Para caracterizar SF'L; como instancia de nuestro esquema, debemos precisar cudl es el

dominio de cédmputo que se considera, y como se interpretan las funciones y predicados

primitivos de los que se disponga.

Fijado el conjunto de constructoras CS, y dado un nuevo simbolo L ¢ CS | el dominio

de base es el universo de Herbrand infinitario # definido por CS U {1}, es decir, el conjunto

de los arboles finitos o infinitos, total o parcialmente definidos, construidos con ayuda de

CSU{L).

El orden en H es el menor orden C que verifica

e | C #,Vt € H, es decir L es el elemento minimo, y representa el arbol totalmente

indefinido
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e ceCS" HHEst,..itn Csy=e(ty,..ytn) Ec(sr,..oy85).

Con este orden los elementos finitos del dominio son los arboles finitos, y los elementos totales
son los arboles totalmente definidos, es decir, los que no contienen | en sus hojas.

El repertorio de simbolos de funcion y predicado primitivos consta al menos de CS como
simbolos de funcién primitiva, y ==, =/= como simbolos de predicado primitivo. A ellos
habra que anadir las operaciones que sean necesarias para expresar la unificacion con los pa-
trones de las reglas. Posponiendo de momento este asunto, podemos ya fijar la interpretacion
de las anteriores. Sélo en la definicion usaremos el superindice que distingue un simbolo de

su interpretacion.

e [.0s simbolos de CS estan interpretados como constructoras libres no estrictas, es decir:

siceCS”
(:H(aﬁ ey p) = (T, ), YT EH"
e El simbolo == se interpreta como la igualdad estricta o continua definida por
o ) true  si 27,22 son iguales, finitos y totales
(21 ==""m3) =

Lpoor e€.0.c.

e El simbolo == se interpreta como la desigualdad continua o inconsistencia definida por

y true  si xy, 29 son inconsistentes en H

(21 =" m2) =

Lpoor e€.0.c.

Inconsistencia de x1 v 29 en un dominio quiere decir inexistencia de cota superior comiin
(para el orden del dominio). Por el orden definido en H, esto equivale a que para al
menos una posicion, xy y 9 difieren en alguna constructora. Fso puede suceder aunque
x1 0 29 sean parciales o infinitos. Por ejemplo, ¢(L,a) y ¢(L,d(L)) son inconsistentes
pues hay un conflicto de constructoras entre a y d(L). Asi mismo sucede con ¢(L,a)
y e(L,d(d(d(---))). En ambos casos la desigualdad =/= tendria valor true. No pasa
lo mismo con ¢(L,a) y (b, L), que son ambos aproximaciones de la cota superior
comin ¢(b,a); en este caso, a pesar de que son arboles distintos (o sea, # es true), la
desigualdad =~= no se verifica (queda igual a L).

Es facil comprobar que estas operaciones son continuas. Es mds, no es dificil probar
que ==, =/= son las maximas (con relacién al orden C de las funciones de H™ en H)
aproximaciones continuas a la igualdad = y desigualdad # ‘de verdad’ en . Aclaremos
algo esta afirmacidon. Con nuestra vision de los predicados como funciones bivaluadas
sobre el dominio {true, 1}, la igualdad = y su negacion # habrian de entenderse como
las funciones

true  si 11,29 son el mismo drbol de H

==

true  si 11,22 no son el mismo arbol de H
(21 # 2) =
J—bool

€.0.C.
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Nétese que # es por supuesto la negaciéon de =, en el sentido de que
(21 # x2) es true < (1 = x2) N0 es frue

Lo que ocurre con = y # es que no son computables, lo que se refleja en el hecho de
que no son continuas, ni siquiera mondtonas. En efecto, al verificarse que L = 1 es
true, la monotonia exigiria que & = y fuese también frue para drboles x, y cualesquiera
(pues L es el minimo elemento), cosa obviamente falsa. De modo similar, como L # x
es true para cualquier arbol x € H distinto de L, por monotonia se tendria que = # x
deberia ser true.

Que == y =/= son aproximaciones (como funciones) de = y == es claro, asi como la
lectura logica de este hecho:

r=FEy=a#y

El que == y =/= sean maximas quiere decir que no podemos conseguir capturar mas
casos de = y #, y preservar al tiempo la continuidad.

Nétese también que =/= no es la negacion de ==, pues, por ejemplo, ni I == 1 ni
L =~ 1 son true.

Nuestro siguiente paso es esclarecer el asunto de la unificacion con los patrones de la cabeza
de una SFLx-regla. Son totalmente pertinentes aqui, y no las vamos a repetir, la discusion y
motivaciones que dimos en 2.3.3 acerca del uso de predicados reconocedores 1s_c y funciones
selectoras cj, para expresar el doble papel de la unificaciéon con los patrones de una SF'L4-
regla: imponer condiciones de aplicabilidad a la regla, y expresar acceso a las componentes

de los argumentos. Recordemos sus definiciones: Para cada c € CS™, ke {1,....n},t € H
ty sit=c(tr,....t,)
(1) = ' )
k(1) 1 e.o.c.
isc(t) = true  sit=c(ty,... t,)

Lpoor e€.0.c.

Es muy facil comprobar que estas operaciones son continuas.

Recordemos también con un ejemplo codmo seria la traduccion de una regla. lLa regla
(S2) del ejemplo 4.10 quedaria asi (usamos cons como nombre alternativo del constructor de
listas):

card(L) = card(consy(L)) < is_cons(L),elem(cons (L), consy(L)) == true

Si consideramos la signatura primitiva 3 que resulta de anadir las nuevas operaciones
is_c,cp alas que ya tenfamos CS U {==,=/=}, es claro que estamos ante una instancia del
esquema C'FLP(X), digamos CFLP(Hs), y por tanto el lenguaje correspondiente heredaria
todas sus propiedades. Fn particular, si consideramos a SF' L, como una variante sintactica
de CFILP(Hyx), ya habriamos dotado a nuestro lenguaje de una semdntica declarativa precisa.
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.Y en cuanto a la semantica operacional? Sin duda, los resultados de correccién y com-
pletitud obtenidos para el estrechamiento con restricciones (~+) en 4.3 serfan de inmediata
aplicacion a CFLP(Hy), y también los relativos a la combinacion de ~ con un resolvedor
de restricciones ~+“°. Ahi reside el problema: no parece muy natural dedicarse a disenar un
sistema de resolucion de restricciones que utiliza algunas operaciones primitivas elegidas muy
artificialmente para ajustarnos al esquema.

Cambiemos un poco nuestro punto de vista: si nuestro problema es la unificacion, que
tradicionalmente se contempla como un problema de resolucion de ecuaciones, ;por qué no
intentar seguir la tradicion? Al fin y al cabo, al pedir que un argumento a unifique con un

patron t, estamos pidiendo que se verifique @ = ¢ para ciertos valores de las variables que

intervienen. Asi pues, parece al menos intuitivamente correcto, considerar una SFI-regla
fltr,... t,) = e <= Ig, Desig

como una abreviatura sintictica de la regla

f(Xy,... . X)) =e= Xy =11,...,X,, =t,, g, Desig

donde Xy,..., X,, son variables nuevas.

Las reglas de esta forma estdn al menos en la sintaxis de CFLP. De hecho, si consideramos
como signatura primitiva Y_ = CS U {=,==,=/=}, podriamos hablar de una ‘instancia
sintdctica’ del esquema, digamos C'F'LP(Hs_), en la que los predicados primitivos =, ==, =&
estan interpretados como igualdad, igualdad estricta e inconsistencia. Aunque no podemos
aplicar sin mas los resultados para el esquema, ya que — no es continua, ndtese que las
nociones de interpretacion, modelo, operador Tp, etc, tienen perfecto sentido. FEl utilizar
— en la sintaxis no sélo simplifica la traduccidn; mds importante es el hecho de que nos
permitira proponer un resolvedor de restricciones sencillo, natural e intuitivo.

Tenemos entonces, para un SF/Ly-programa, dos lecturas alternativas:

e Una como programa en C'FLP(Hy), con propiedades bien establecidas, pero muy ar-
tificial.

e Otra como programa en C'FLP(Hs_), mas natural, pero de la que no tenemos resul-
tados previos.

Obviamente, nuestro objetivo es ahora probar que ambas lecturas son equivalentes 9.

Fijemos algunas notaciones que usaremos hasta que aclaremos la relacion entre ambos
tipos de programas. Asumiendo un conjunto prefijado de constructoras CS y otro de simbolos
de funcién A, utilizaremos >_, ¥ y Y para notar, respectivamente: la signatura que usa
— para expresar la unificacion, la que lo hace mediante las funciones selectoras ¢, y los
predicados reconocedores is., y la mezcla de ambas. Es decir

Y = CSU{er|celCS" 1 <k<n}U{is.|celS"}U{==,=~F}UA
Yy = ¥Y¥_uUXx

" Mediante CFLP(Hx) , notacién que ya hemos utilizado en alguna ocasién, nos referimos indistintamente
a las instancias equivalentes CFLP(Hs)y CFLP(Hs_). Si escribimos Hy es para resaltar el hecho de que
el dominio es un universo de Herbrand, y que la operacién primitiva mas resenable es la desigualdad.
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Utilizaremos Y—, ¥ y ¥ como cualificadores cuando hablemos de reglas, programas, etc. En
particular, la clase de restricciones correspondiente a cada una de esas signaturas vendra no-
tada respectivamente por C'ons_, Cons y Cong.

En la siguiente definicion indicamos con precision como ‘desmaquillar’ una SF I -regla
para eliminar los patrones de la cabeza de la regla, v convertirla asi a la sintaxis de C'F L P.
Damos los dos niveles de traduccién a dicha sintaxis: el primero, inmediato, traduce a la
signatura ‘impura’ ¥_; el segundo nivel, a la signatura C'F' L. P-pura 3, requiere unas trans-
formaciones algo mas complicadas. la justificacion de la correcion de tal definicion, y de la
equivalencia entre ambas traducciones vendrd a continuacién.

Definicién 5.2 (Traduccion de SF 1 4-reglas)
Dada una SFLy-regla Ry = f(th,...,1,) = eqg < o, llamamos

(a) YX—-traduccion de Rq a la Y—-regla
Ri= f(X4,... . X,)=eo=Xi=t,..., X, =1, 90
siendo X1, ..., X, variables que no estdn en Rg.

(b) Y-traduccién (o C'FLP-traduccién) de Rg a una Y-regla Ry que provenga de aplicar
reiteradamente a partir de la regla Ry definida en (a) las transformaciones siguientes:

() f(X)=e<=l=V,p r— [(X)=(e=p)o
siendo o = {V/I}

(T2) f(Y):_e<:l:(:(t1,...,tn),cp
= f(X)=e<is.(D),er(D)=t1,...,cn(l) =t @

La Y_-traduccion y Y-traduccion de un SFL,-programa se obtienen traduciendo cada

una de sus reglas.

Notese que las transformaciones Ty v T estan definidas en general sobre i—reglas, que
son las que se obtienen en los pasos intermedios. El objeto de tales transformaciones ya ha
sido comentado en otras ocasiones: sustituir las condiciones X = t por sucesivas condiciones
15. que reflejen las distintas constructoras que aparecen en ¢, al tiempo que se van obteniendo
las variables de t como accesos a componentes de X (es decir composiciones de la forma
ci(d;(---(X)--))). Debemos probar que a partir de Ry toda secuencia de aplicaciones de
las transformaciones anteriores termina, y ademas en una regla Ry que no usa =, o sea, una
Y-regla. Es mds, no es dificil probar que tal regla es inica (salvo el orden de aparicién de los
atomos en la restriccion de la regla), pero eso no nos es necesario.

Lema 5.1

Sean Rog y Ry como en la definicion 5.2. Fntonces

(i) — es terminante a partir de Ry.

(ii) Si Ry v+—* R y R tiene alguna =-ecuacion, entonces R es —-reducible.
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Demostracidn:
Es facil probar, por induccién sobre el nimero de transformaciones, algunas propiedades
acerca de una regla R tal que By ——* R. Se tiene que R es de la forma

f(X],...,Xn):eﬁh :7‘17...717)71:7‘7”1799

donde Xy,..., X, son las mismas de la cabeza de Ri, m > 0, ¢ no tiene =-ecuaciones,
(ri,...,ry) es una tupla lineal de subtérminos de #y,...,1, ( los patrones de la regla original
Ry, 1o que en particular supone que var((ri,...,r,m)) N{X1,..., X,} =0), y cada I; es una

de las variables X, o un acceso a ella de la forma cg(dp(--- (X;) ---)).

Pero entonces, si m > 0 (o sea, si R contiene una ecuaciéon I; = r;), como r; es un
Y_-término por ser subtérmino de un ¢, se tiene que (77) o (7%) son aplicables a R (no seria
asi si r; pudiese empezar por una selectora ¢;). Esto prueba (i4).

or otra parte, si R ’, el tamafio total de los lados derechos de las —ecuaciones
Por ot te, si Rr—7, R, elt total de los lados d hos de |

e R’ es menor que el de las de R. Fsto también sucede para ues la sustitucién o
de R’ 1 de las de R. Fsto tamb d T, 1 tit
aplicada no afecta a las =-ecuaciones de R (por ser los lados derechos lineales en su conjunto,
y con variables separadas de los lados izquierdos), por lo que concluimos que no puede haber
+—-reducciones infinitas a partir de Ry, lo que prueba (7). O

Para formular la equivalencia de las traducciones, introducimos la siguiente notacion.

Notacién 5.1

Dada una i—regla, R = f(Xy,....,X,) = e < ¢ notaremos por S(R,I,T) al conjunto

{alelr | o(X) = 7,0 17 o).

El siguiente lema expresa técnicamente la equivalencia regla a regla de las dos traduc-
ciones.

Lema 5.2

Sea Ro una SFLy-regla, y Ry, Ry la YX—-traduccion y Y-traduccion, respectivamente, de Ry.
FEntonces: Y& € H", T € IN'T,S(Ry,1,7) = S(R2, 1, 7).

Demostracidn:

Basta obviamente probar que cada paso de la transformacion —— preserva el conjunto S, es
decir, que si R+ R’ siendo R alcanzable desde Ry, entonces S(R,I,7) = S(R’, 1, 7). Para
ello razonamos por separado acerca de Ty y Ts.

o R+—p R, esdecir, Resdelaforma f(X)=e<l=V, oy R es f(X) = (e < ¢)o,
siendo o = {V/I}. Dadas I, 7, sea a € S(R,1,7), lo que por definicion significa que
a = afe]; para cierta a tal que o(X) = Ty o ' I = V,¢. En particular, debe
ser a(V) = a[l]7, y por el lema de sustitucién 4.1 podemos concluir que o =7 o y
afea];r = afe]r = a, es decir, a € S(R', I,%). Ya tenemos pues S(R,[,7) C S(R',1,7).

Para la otra inclusién, sea a € S(R',1,%) con a tal que a(X) = 7, a ' oy
a = afec];. Basta definir o/ de modo que coincida con « excepto en la variable V
(que no aparece en R’), para la que definimos o/ (V) = «[l];. Es facil probar, como
antes, que o =1 oy o/[e]r = o/[ea]; = afea]r = a, es decir, a € S(R,T,7).
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e Rvr—7, R': es claro, por la semdntica de los predicados is. y las funciones cg, que las
restricciones respectivas de Ry R’ tienen exactamente las mismas soluciones. Dado
que el cuerpo de Ry R’ es también el mismo, se tiene S(R,I,7) = S(R', I, 7).

El siguiente corolario muestra con mucha mayor claridad que todo ¥_-programa que
provenga de traducir un SFL,-programa, tiene un -programa equivalente. Queda claro
pues que la unificaciéon con patrones lineales encubre operaciones continuas, que pueden ser
expresadas explicitamente en la sintaxis mediante las funciones ¢j y los predicados is., o bien
mediante la utilizacion, mas comoda y legible, de la igualdad =, que no es continua, pero de
la. que se esta haciendo un ‘uso continuo’. la demostracion, a pesar de lo aparatoso de la
notacion que interviene, es muy sencilla.

Corolario 5.1 (Fquivalencia de X_-programas y Y-programas)

Sea Py un SFLy-programa, Py P’ su Y—-traduccion y Y-traduccion respectivamente. Fn-
tonces

(i) Tp = Tp:
(ii) Py P’ tienen los mismos modelos.

(iii) El modelo minimo de P y P’ viene dado por Tp T w(= Tp 1 w)

Demostracidn:
Dadas f € A", 7 € H™, T € TNT, consideremos los conjuntos Cp (T, f, @) y Cpi(T, [, T)
(definidos en 3.1) correspondientes a los programas Py P’ respectivamente. Si {Ry,..., Ry}

y {R+, ..., Ry} son los conjuntos de reglas para f de Py P’, se tiene

C’P([v.fvf) = U:zfs(Bh [77)
C’P’([v f7 7) = U:zf S(Rilv [77)

siendo los conjuntos S los introducidos mas arriba. Pero por el resultado anterior, tenemos

S(R;, I,7)=S(R/,1,7),Yi=1...k, y por tanto

(]) (j’p([,f,f):(j’p/([,f,f)

Ahora ya es facil continuar la demostracion.

(1) Si recordamos que por definicidn =) () ~ LUCp (T, f,7), y analogamente para P’, es
obvio, por (1), que Tp = Tp.

(71) Se deduce de (1) y de la Prop. 3.2 que caracteriza los modelos de un programa en términos
de los conjuntos . Hay que observar que dicha proposicién no requiere la continuidad de
las funciones primitivas usadas, sino sélo que el dominio base sea un dominio de Scott.

(7i7) En virtud del Teor. 3.2, el modelo minimo de P’ viene dado por Ips = Tpr 1 w. Pero
de acuerdo con (i7), I'ps es también el modelo minimo de P,y segin (i), Tpr tw = Tp 1 w,
como queriamos. Obsérvese que la demostracion del Teor. 3.2 si usa la continuidad de las
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funciones primitivas (utiliza la continuidad de la evaluacion), y por eso ha sido importante
obtener previamente la igualdad de los operadores. O

En lo que sigue, asumimos que la signatura ¥._ es la utilizada para los programas, restric-
ciones, etc. Por supuesto, el uso que se haga de la igualdad no continua = esta restringido
a ser un uso ‘continuo’. En cuanto a los programas, eso quiere decir que consideramos ex-
clusivamente Y_-programas que sean Y_-traducciones de SF /L -programas. Obsérvese que,
de acuerdo con la definicion 5.2, las =-ecuaciones que pueden aparecer en la restriccion de la
regla de un programa se ajustan a una sintaxis muy sencilla y rigida

Xi=t,..., X, =1,

donde ty,...,t, son los patrones de la cabeza de una SF/lLy-regla (y por tanto, (t1,...,1,)
es una tupla lineal de términos primitivos) y X1y,..., X, son variables nuevas introducidas
en la ¥_-traduccion. En general, durante los computos se van a ir generando restricciones
en las que, aun cuando se haga un uso ‘continuo’ de =, el aspecto de las =-ecuaciones
no va a ser tan simple. Nuestro objetivo inmediato es definir con precision la clase de
Y _-restricciones (o sea, la subclase de C'ony_) que vamos a permitir (llamaremos aceptables
a dichas Y_-restricciones). La definicion se apoya en la siguiente nocién auxiliar.

Definicion 5.3 (Ciclos de variables)

Una restriccion ¢ € C'ony,_ contiene ciclos de variables si existen ecuaciones de @,
Iy =ri,... 0, = rn, yvariables Xy, ..., X,, de modo que Xy € var(ly) Nvar(r,),
y X €wvar(ri—y)Novar(ly), para 1l <i < n.

Una forma algo mas legible de indicar que hay un ciclo de variables es

X1 Xy Xy X3 X X
11 = T, 12 = T2 4. ln = Ty

Obsérvese que cualquier permutacion ciclica de las ecuaciones de arriba sirve para manifestar
también la existencia de un ciclo de variables.

Nétese, por otra parte, que una ecuacion X =1 (ot = X ) en la que X € var(t) es un ciclo
de variables. Por tanto, la inexistencia de ciclos de variables en todas las restricciones que
aparezcan durante un computo sera una forma de garantizar que se puede realizar unificacion
sin necesidad de ‘occur-check’, como sucedera en las reglas que daremos para resolver =-
ecuaciones. [a nocion de ciclo de variables ‘prevé’ la posibilidad de que en el futuro se
generen ecuaciones del tipo anterior, como sucederia por ejemplo en X = s(V), Y = s(X)
(que contiene un ciclo de variables), si se sustituyese X por s(Y), para obtener ¥ = s(s(Y)).

Definicion 5.4 (Restricciones aceptables)

(a) Una restriccion ¢ € Cons_ de la forma 3U (ey = t1,..., e, = t,) esaceptable si verifica:

(i) t1, ...ty son términos y (t1,...,t,) es lineal.

(ii) Todas las variables de (t,...,t,) estdn en U.
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(ii) @ no contiene ciclos de variables.

(b) Una restriccion ¢ € Cons,_ de la forma 3U(Unif, ), donde Unif consta de las ecua-
ciones = de p, es aceptable si Unif lo es.

l.as condiciones impuestas a las —-ecuaciones en las restricciones aceptables son una
generalizacion de las verificadas por las =-ecuaciones de la X_-traduccion de una SF'I.4-regla.
Es de notar la asimetria de las —-ecuaciones, cuyos lados derechos van a contener patrones

lineales con los que se quiere unificar, mientras que los izquierdos pueden ser expresiones no
primitivas.

Es obvio que todo objetivo inicial de un computo, al no contener —ecuaciones, es acep-
table. De hecho, en adelante aceptamos cualquier restriccion aceptable como objetivo inicial.

De las restricciones aceptables deberemos probar algunas cosas: que durante los computos
solo se van a generar restricciones aceptables, por una parte, asi como que hacen un uso
legitimo de la igualdad =. Ahora bien, puesto que los computos que nos interesan son

nes

~="_cdmputos, posponemos dichas demostraciones hasta después de definir la relacion ~»°°
de resolucion de restricciones (aceptables) que vamos a considerar.

5.4 Resolucién de restricciones en SF /.,

Las siguientes reglas definen la relacion ~+% que proponemos para SFL.. Las reglas se
aplican a restricciones aceptables de C'ony_.

A) Reglas para restricciones primitivas.

En las siguientes reglas ¢, s,%;, s; son términos € T (V).
e Reglas para =

=) AU (e(tr, - ot) = (81503 80), @)~ TU(H = 81,y ooy by = 81, @)
sice CS™.
:2) Hﬁ((f(ﬁ, feey fw) = (1(317 Ceey 37)7,)7 99) ~ FATT
sic£d.
=3) AX,U(X = t, )~ U (pa)
si t no es una variable, o = { X/t}.
=4) (X =t,p) ~* FU(X =1, p0)
si t no es una variable, X ¢ UU, X aparece en ¢, 0 = {X/t}.
=5) IX,U(t = X, )~ AU (p0)
donde o = { X /t}.

[L.a primera regla es una simple de regla de descomposicion, mientras la segunda indica
un conflicto de constructoras. Nétese que en la regla =3 la variable X de la ecuacién
X =t esta cuantificada existencialmente, y por eso puede ser eliminada tras efectuar
la sustitucién X/t. En la regla =4, por el contrario, la variable X es libre 2, por lo que

I

20 . es 2 . . . .
Puesto que en ningiin paso de un ~"“*-cdmputo se introducen variables libres, se puede afirmar incluso

que X es una variable libre del objetivo inicial (o variable global).
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debemos dejar la ecuacion X =t como testigo de la condicion impuesta a X. La regla
=5 es también, como =3, una regla de eliminacion de variables existenciales. Puesto
que en una restriccion aceptable las variables de los lados derechos de las —ecuaciones
son todas existenciales, no es necesaria otra regla complementaria a =5 en la que se
contemple la posibilidad de que X sea libre. Obsérseve ademas que en =3, =4 y =5 no
hace falta realizar ‘occur check’, debido a la inexistencia de ciclos de variables en las
restricciones aceptables.

e Reglas para ==

== AU (c(tr, - tn) == (81,1 80), @)~ FU(H == 51,.. ., 1, == 5,, )
sice (8™
::2) Hﬁ((f(fh feey fw) == (1(31 g ey '977’],)7 99) ~ AT
sic£d.
—=3) FU(Unif, X ==t, )~ AT (Unif, X == 1, p0)
si X aparece en ¢, X no aparece en t, o0 = { X/t}.
Unif es el conjunto de ecuaciones =.
==4) AU(X ==t,p) ~ FAIL
si X #£1, X aparece en t.
==5) AU (t == X, @)~ A (X == t, ¢)

si £ no es una variable.

l.as reglas == y ==3 son, como en el caso de =, reglas de descomposicidon y conflicto.
La regla ==3 es una regla de ‘ligadura’ (similar a =4) para el caso de ecuaciones X == 1.
Nétese que en este caso si es preciso, para efectuar la sustitucion X /t, verificar que X
no aparezca en t (para el caso contrario se dispone de la regla de fallo ==4). Notese
también que la sustitucion indicada no se propaga a las =-ecuaciones de la restriccion.
Asi se garantiza la aceptabilidad de la restriccion resultante, que de otro modo podria
perderse, como muestra el siguiente ejemplo: si en la restriccion aceptable

A V(X =U, X =V, U ==s(V))
se aplica globlamente la sustitucion U/s(V'), se obtiene la restriccién
AU V(X =s(V), X =V, U==s(V))

que ya no es aceptable, al fallar la linealidad de la tupla de los lados derechos de las
=-ecuaciones.

e Reglas para =~

=f=1) AU (c(tr, ..o ty) == (81,1 80),0) ~ U (t; == si, )
sice CS™, n>0.
% Una alternativa para cadaicon 1 <i<mn

=f=9) A (c(tr, ..o ty) == d(s1,. .., 5m), @)~ FU(p)
sic£d.

=f=3) AU(t =/=t, ) ~* FAIL

==4) Hﬁ(f == X, p) ~* Hﬁ(x ==1,¢)

si £ no es una variable.
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I.lamamos la atencidon sobre el hecho de que no hay regla para desigualdades de la forma
X =/=t, lo que quiere decir que tales designaldades van a formar parte de las formas

resueltas. No debe sorprender tal hecho, que responde precisamente a nuestra intencion
al considerar el lenguaje SFLx. Y

Para aplicar los resultados obtenidos en el capitulo anterior, deberemos probar que ~+%°
constituye un sistema de semidecision (ver 4.15). Como ya comentamos en 4.4.1, la correccion
y completitud (por otra parte faciles de probar) de ~ quedan implicadas por la correccion

S

y completitud de la extensién de ~+ al caso no primitivo que vamos a definir a continuacion;
pueden esperar, por tanto. L.o que debemos probar especificamente de ~+“® es su terminacion
o semiterminacién, y la existencia de formas resueltas (ver 4.15), ya que esa condicién no se
le pide a la extension al caso no primitivo ~+°*. Examinaremos estas condiciones mas tarde,
junto con el resto de las propiedades de ~+“°. De momento, nos interesa dejar claro que sdlo
se va a tener terminacion para la clase de Y_-restricciones aceptables. Para > _-restricciones

en general, no se da la terminacion de ~»“.
Ejemplo 5.3

l.a falta de ‘occur check’ en las reglas =3, =4, =5 permite la existencia de reducciones infinitas,

cCOmo en

X =5(X),Y == 5(X)~Z X =5(X),Y == 5(s(X)) ~Z

=y -

Es decir, ~ no es terminante en general.

<&

Esto no supone una limitacion respecto a la teoria general, pues sdlo la clase de »_-
restricciones ‘continuas’, para las que probaremos terminacion, representan restricciones for-

mulables en CFLP(H) .

Definimos a continuacion la extension de ~+% al caso de restricciones no primitivas.

B) Reglas para restricciones no primitivas.
En las siguientes reglas, si no se indica otra cosa, t, s,1;, s; son expresiones € Trua (V).

Diremos que una variable X es producida en una restriccion ¢, si hay en ¢ una ecuacion

fler,...,e,) = X, siendo f € A.

e Reglas para =

Al considerar restricciones que involucren a expresiones no primitivas es cuando se va
a hacer mds patente el uso asimétrico que de = se hace en las restricciones aceptables.
Recordemos que sdlo a los lados izquierdos pueden aparecer expresiones no primitivas.
l.as reglas extendidas para = son las siguientes:

=1, =9, =3,=4: idénticas al caso primitivo.
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=5) IX,U(t = X, )~ AU (p0)
si t es un término o X no aparece en ¢,y 0 = {X/t}.

=) IX,U(l = X, )~ U, V(ty = Vi, ... tp = Vi, 00)
si X aparece en @, y [ no es término pero ! = ¢(ly,...,1,),
o={X/sk(l)},
sk(l) es el resultado de reemplazar en [ las subexpresiones
no primitivas mas externas ty,...,t; por variables nuevas

Vi, Vi

l.a antigua regla =5 del caso primitivo se desdobla ahora en las reglas =5 v =4. En
presencia de una ecuacion [ = X, la nueva regla =5 se comporta como la antigua si [ es
primitivo; si no lo es, se permite también la eliminacion de la variable (existencial, con
seguridad) X, si ésta no aparece en el resto de la restriccion. En la regla =4, en que
se supone una ecuacion de la forma e(ly,...,1,,) = X, la sustitucién o indicada realiza
una imitacion de la ‘parte primitiva’ del lado izquierdo, que viene dada por su esqueleto

sk(e(ly, ... 1)

Es importante observar que, en el caso de ecuaciones del tipo f(e,...,e,) = X, no
se realiza eliminacion de X, si aparece mas veces en el resto de la restriccion. A una
variable X que aparezca en una ecuacion de tal tipo le llamamos wvariable producida.
lLa idea es que, al continuar el computo, o bien la variable X desaparece del resto de
la restriccién (en cuyo caso se podria eliminar X mediante =5), o bien se descubre que
fler, ..., e,) requiere estrechamiento, tras el cual posiblemente pueda aplicarse la regla
=¢. De este modo, el resultado de la evaluacion de f(eq,...,e,) es ‘compartido’ por
todas las apariciones de X, y se ha evitado la realizacion de ‘copias’ de la expresion no
primitiva f(ey,...,e,). Esta iltima observacion es extensiva a todas las reglas de ~%
en las todas las sustituciones que se consideran son de variables por términos primitivos
21 Haremos una discusién mas completa de estas cuestiones en el apartado 5.6.1.

Como comentario final, digamos que una alternativa a la regla =4 es la siguiente, mas
sencilla de formular, pero que puede requerir muchos pasos para llegar a una ecuacién

F(..) = X.

=) 3IX,U(l = X,0)~* AU, V(4 =Vi,..., 1, = V,,¢0)
si X aparece en @, y [ no es término pero [ = ¢(ly,...,1,),

o=A{X/e(WVy,...,V.)}, Vi,..., V, variables nuevas.

e Reglas para ==

——q,—=—9,—=—5: idénticas al caso primitivo.

==3) AW (Unif, X ==1t,p) ~ FU(Unif, X == t, p0)
si t es un término, X aparece en ¢, X no aparece en t, o0 = {X/t}.
Unif es el conjunto de ecuaciones =.

21 .
Fxcepto en =5, en el caso f(e1,...,en) = X, cuando X no aparece mas veces. Pero el efecto de =5 en tal
caso es simplemente eliminar la ecuacion.
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==,) AU (Unif, X == r, )
~F U,V (Unif, X == sk(r), Vi == e1,..., Vi == e}, ©)0)
r es no primitivo y de la forma e(ry, ..., r,),
X no aparece en | r |, 0 = {X/sk(r)}.
sk(l) es el resultado de reemplazar en r las subexpresiones
no primitivas mas externas ey, ..., e, por variables nuevas Vy,..., Vj.
Unif es el conjunto de ecuaciones =.

——¢) (X == 1, )~ FAIL
si X £1t, X apareceen | 1] .

De modo similar a lo que hicimos en =g v —=¢ ’/, podemos también considerar, como

alternativa a las reglas ==3, ==, recién propuestas, otra pareja de reglas mas sencillasg
de formular, pero que requieren en general mucho mas trabajo para efectuar las susti-
tuciones de =—3, =—4, v en sacar al exterior la parte no primitiva del lado derecho, en
el caso de ==4.

==V AU(Unif, X ==Y, )~ FT(Unif, X ==Y, o)
si X £V, X aparece en ¢, 0 = {X/Y}.
Unif es el conjunto de ecuaciones =.
==, VAU (Unif, X == r, )
~FJUV(Unif, X == (Vi ..., V), (Vi==r1,...,V, == r,,¢)o)
si r es de la forma ¢(ry,...,r,), X no aparece en | r |,
X aparece en ¢ o r es no primitivo,
o={X/e(Vi,...,V,)}, Vi,..., V, variables nuevas.

Unif es el conjunto de ecuaciones =.

e Reglas para =~

=1, =F=2, =/=3, =/=4: idénticas al caso primitivo.

=f=5) A (X == c(e1,..-,en), @)~ A, V(X =d(Vy,..., V), 00)
si ¢(er,...,e,) no es un término o tiene variables producidas,
c#d, Vi, ..., V,, variables nuevas
U_E{X/d(‘/],...,Vm)}. o
=) AU(X == c(er1,...,en), )~ U V(X = c(Vi,..., V), (Vi == ¢€;, )0)
si ¢(er,...,e,) no es un término o tiene variables producidas,
Vi,...,V, nuevas variables.
o={X/e(Vi,...,V,)}.

% Una alternativa para cadaicon 1 <i<mn

Las reglas =/=5 y =/=¢ se han anadido para que la extensién de ~° que estamos
definiendo sea perezosa (ver definicion 4.17). El ejemplo 4.13 sirve como ilustracion de
este hecho. Notese ademas que en =/=5 y =/=¢, el papel de una variable producida se
equipara al de una expresiéon no primitiva.
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Con esto queda completada la definicion de la extension ~+°*. Es rutinario verificar que,
para restricciones (aceptables) primitivas, las nuevas reglas de ~ se comportan como las
antiguas.

Comenzamos ahora a probar muchas propiedades que tenemos pendientes de verificar.
En primer lugar, veamos que la aceptabilidad de las restricciones es una propiedad que se
preserva durante los cémputos.

Proposicién 5.1

St € Cony_ es aceptable y @ ~" 1, entonces 1 es aceptable.

Demostracion:
Veamos que la aceptabilidad se preserva tanto si el paso es de estrechamiento ~+, como si lo
es de resolucién de restricciones ~+.

A) Hagamos explicito en qué consiste un paso de estrechamiento mediante una SF L -regla,
teniendo en cuenta que debemos considerar, para hacer el estrechamiento, su X_-traduccién:
si [¢lu = f(ers ..., €,), un paso de estrechamiento en la posicion u mediante una SFL,-regla

R= f(ti,... ty) =<
(cuyas variables Y no aparezcan en ), resulta de la forma

© ~s HV(@[U —elyer =t .6, =1,,0)

Si ¢ ~» 1), es claro que @ es aceptable, por la linealidad de los patrones ty,...,%,, y por
usarse una variante de la regla R con variables nuevas, todas ellas cuantificadas existencial-
mente.

B) Para el caso ¢ ~ 1, consideramos por separado cada regla para ~~“. Obviamente se
pueden omitir las reglas de fallo y aquellas que no modifiquen el conjunto de =-ecuaciones,
con lo que nos quedan {=y,=3,=4,=5,=¢, =/—5,=/—¢}. Podemos suponer ademds que las
restricciones s6lo tienen =-ecuaciones (mds la desigualdad pertinente, en el caso de =/=5,
=/=¢). Puesto que en muchas ocasiones deberemos probar que una cierta ¢ es aceptable,
usaremos las siguientes abreviaturas para las propiedades que deben cumplir las =-ecuaciones
de una restriccion aceptable:

T: Los lados derechos son términos

L: T.a tupla de los lados derechos es lineal

E: Las variables de los lados derechos son existenciales
C: No hay ciclos de variables

Podremos anotar estas abreviaturas en la forma T-¢, C-t, etc. Abreviaremos también la
notacion X € var(e) a X € e.

o (=) AU(c(try s tn) = c(s15---y80), )~ AU (1 = 51, ..., 1y = 5., ¢)
Es obvio que T,L,E quedan preservadas. En cuanto a C, basta tener en cuenta que para
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todo ciclo que utilice una de las ecuaciones t; = s;, podemos obtener otro reemplazando
esta ecuacion por ¢(ty, ... t,) = ¢(s1,...,8,), por lo que si ¢ tuviese un ciclo, ¢ también
lo tendria.

o (=3) (¢) IX,U(X =t,00) ~* U (poc)) (1), siendo o = {X/t}.

T-+» vy E-3) son obvias ya que t es un término por T-y, y sus variables estan en /.

Ahora, supongamos @y = € = ty,...,e, = t,. Por L-p, 1 es lineal y no comparte
variables con ty,...,%,; también por L-¢, X aparece a lo sumo una vez en ty,...,1,.
De ahi obtenemos que (ty0,...,t,0) es lineal, es decir, L-¢). Para probar C-t¢, veamos

que de un ciclo en % podriamos extraer un ciclo en ¢, en contra de C-¢.

En efecto, supongamos que tenemos en g0 un ciclo de variables en la forma

X Xo X X
lho = ro ..., lpo = rio

donde X1 = Xy. Distinguimos dos casos

Supongamos Xy € [;. Entonces, puesto que Xy € o, se tiene X € Iy y Xy € t.
De esto dltimo, y por la linealidad de ¢, deducimos que Xy ¢ ri. Sea ahora m
el mas pequeno tal que X,,11 & 1, ( que existe pues Xpypy = Xy ¢ ri). Como
Xpg1 € rmo, se tiene que X € rp, (v Xpgr € 1). Ademds, para todo 1 < j < m
se tiene: X,;4q1 € r; (por ser m el mas pequeno para el que falla esta condicion),
y de nuevo por la linealidad de ¢, X141 € t; pero como X ;41 € [;110, deducimos
X,41 € l;41. Pero entonces tenemos en ¢ el ciclo

X Xo Xm X
11 = Tl 4. ]m

El caso Xy € Iy se generaliza facilmente a X; € [; para algin 1 < i < n, si se tiene
en cuenta que cualquier permutacion ciclica de un ciclo de variables lo es también.
Asi pues, el siguiente caso complementa el primero

Supongamos X; € [; para todo 1 < i < n, y sea m tal que X,,41 & r, (de
X X5 Xy X

no existir, ya tenemos en @ el ciclo Iy = ry ,..., I = r; ). Como

Xig1 € rimo, tenemos X € 1, v X490 € 1. Por linealidad de ¢ se tiene X & r;,

y de aqui X ;41 € r;, para todo j # m. Tenemos entonces en ¢ el ciclo

X, X X X X X1 X X,
l] = ™ g ey ]m = Tm s X = t g ey lk e TL

e (=4) () Hﬁ(x =1, o) ~* Hﬁ(x =1, p00) (), con X ¢ U yo={X/t}.
Para T-1,L-1),E-1, basta observar que por E-¢, y puesto que X ¢ U/, X no aparece en
los lados derechos de las =-ecuaciones de g, que por tanto no quedan afectados por
0. Para C-t vale la demostracion de =3 (que incluso podria simplificarse, teniendo en
cuenta la observacion anterior).
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o (=5) (¢p) IX,U(e = X, 0) ~* AU(pga) (1), con o ={X/e}.
Para T-v,L-t.E-1 observemos que, como antes, X no aparece en los lados derechos de
las =-ecuaciones de g, en este caso debido a L-p. Probamos C-% por un razonamiento
similar (algo mas sencillo) al caso de =3. Supongamos que tenemos en oo un ciclo de

variables en la forma
X Xy X, X
lho = ro ..., lpo = rio

donde Xjyy = Xy. Debe tenerse X,y € r;, para todo 1 < i < k, ya que X €& r; por

la linealidad de . Supongamos que existe i tal que X; ¢ [; (en otro caso se tiene en ¢
X Xy X, X

elciclo Iy = ry ,..., I = rr ). Por una observacion hecha anteriormente

podemos considerar, sin pérdida de generalidad, que ¢ = 1, y por tanto Xy € [;. Se

tendra pues X €l y X7 € e. Ahora:

— Si X; €l; para todo 1 <1 <k, tenemos el ciclo

X, X X Xy X X,
e = X, L = r ,..., I = rg

— En otro caso, sea m el menor tal que 1 < m < ky X, €1, con lo que X €1,
X,, € e. Tenemos entonces el ciclo

X, X X X5 X1 X
€ = X7 11 = T 4, lm,f1 = Tm-1

o (=¢) () IX,U(Il=X,p)~ AU, V(ti =Vi,...,t, = Vi, p0) (V)
en donde interesa destacar que las variables Vi, ..., Vi son nuevas (por lo que las ecua-
ciones ty = Vi, ..., 1t = Vi no pueden afectar a T, L, E, C), y 0 = {X/sk(l)}, por lo
que es como si estuviéramos en presencia de la ecuacién sk(l) = X, ala que aplicisemos
a continuaciéon —s, para la que ya hemos probado que preserva la aceptabilidad.

e (==5),(=~=¢) preservan claramente T, L, E y C.

El siguiente resultado establece que las restricciones aceptables de Clony_ realmente lo
son para nuestros propdsitos, es decir, pueden reemplazarse por restricciones equivalentes de
Clony, que son las ‘C'FL.P-puras’. Junto con el corolario 5.1, es una justificacion del uso
legitimo que hacemos de =. Nos basaremos en las mismas transformaciones que hicimos
entonces, pero formuladas para restricciones y no para programas. La demostracion de que
las cosas funcionan bien, aun siendo similar a aquélla, no se puede obviar, pues el uso que de
= hacen las restricciones aceptables es bastante més general que en el caso de la traduccion
de un programa.

Teorema 5.1

Para toda ¢ € Cons_ aceptable, existe i € C'ony, equivalente a @, en el sentido de que

o= oo a BNy, para todas o, T
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Demostracidn:

Obtendremos 1 aplicando unas reglas de transformacion a ¢, cuyo objetivo es ir eliminando
las ecuaciones = de . En los pasos intermedios podran aparecer simultaneamente tanto el
simbolo = como ¢ e is.. Por este motivo, las reglas estin definidas sobre restricciones de
Cong (en las que recordemos se permite dicho uso combinado). Son las dos siguientes:

(1) AV, U(e =V, p)— U (pa)
siendo o = {V/e} B
(Ty) FU(e=c(tr,....tn),0) — AU (is.(e),cr(e) =t ... cn(€) =1, ©)

La relaciéon —— definida por (T1), (T3) tiene las siguientes propiedades:

(1) F— preserva soluciones, es decir: si @ r— 9, entonces Yo, T(a =1 0 & o =T ).

En efecto, si ¢ w7, 1, se tiene que 9 es logicamente equivalente a ¢ (téngase en
cuenta que = se interpreta como la igualdad verdadera, por lo que o reemplaza iguales
por iguales; ademas la ecuacion e = V se puede eliminar, porque V estd cuantificada
existencialmente). El caso de ¢ 7, 1 esinmediato teniendo en cuenta las definiciones
de is. vy ¢y.

(2) +— preserva la aceptabilidad 2?2, es decir: si ¢ es aceptable y ¢ +— 9 entonces 1 es
aceptable.

En efecto, para el caso de la transformacién (T4), sirve la misma demostracion que dimos
en el teorema anterior para la regla =5 de ~ (que no depende de que € sea un término
o noen la ecuacion e = X). En cuanto a la regla (T3), es obvio que no introduce nuevos
simbolos en los lados derechos de las —ecuaciones, ni afecta a la linealidad del conjunto
de los lados derechos. En cuanto a ciclos de variables, basta observar que cualquier ciclo
que se pudiese construir en ¢ con ayuda de una ecuacion ¢;(e) = t; puede reproducirse
en @ considerando para el ciclo la ecuacion e = ¢(ty,...,1,) en lugar de ¢;(e) = 1;.

(3) +— es terminante para restricciones aceptables, es decir: si ¢ € Cony_ es aceptable, no
existe ninguna ——-reduccion infinita @ — @1 — o — ...

En efecto, de acuerdo con el punto anterior, todas las restricciones de la ——-reduccion
son aceptables. Para ellas, la regla (7)) hace decrecer el nimero (N) de variables
distintas de la restriccion (ya que V' no aparece en e, para una ecuacién e = V).
Por su parte, la regla (T2) hace decrecer el tamano total (T') de los lados derechos de
—-ecuaciones, mientras deja constante el nimero de variables distintas de la restriccion.
Asi pues, cada ——-paso hace decrecer la restriccion en el orden lexicogrifico sobre los
pares (N, T), que es claramente bien fundado.

(4) Si @ es aceptable y w—-irreducible, ¢ no tiene =-ecuaciones ( y por tanto ¢ € C'ony).

Es obvio que a toda restriccion aceptable con alguna ecuaciéon | = r se le puede aplicar
(Th) o (T3), ya que r es un término, y en caso de ser variable, estd cuantificada existen-
cialmente.

22 . - ; . _ . , .

T.anocién de aceptabilidad se extiende sin problemas al caso de restricciones de Con;, sin Mas que precisar
que en la definicion 5.4 al hablar de términos se entiende que en ellos sélo aparecen las constructoras de CS,
no los simbolos 5., c.



5 FEL LENGUAJE SFL4 90

El teorema se sigue ahora facilmente: si ¢ € Cony_, por (3) existe ¢ tal que ¢ +— ¢y
1 es ——-ireducible. Por (2) ¢ es aceptable, y por (4) » € Cony. Finalmente, por (1), ¢ y
® tienen las mismas soluciones. O

A diferencia del caso de programas, la transformacion de ¢ € C'ony_ en una restriccion
1 € Clony, no es (nica; eso si, todas las posibles traducciones son equivalentes, a la vista de
lo probado.

Veamos a continuacion que ~»“ define un sistema de resolucion de restricciones (acepta-
bles) que verifica las condiciones requeridas en la seccion 4.4.

Comencemos por examinar la estructura de las restricciones primitivas ~“-irreducibles.

Proposicion 5.2

Una restriccion primitiva ¢ (distinta de FATL) es ~ -irreducible si y solo si
e = 3FU(Unif,Ig, Desig, Fin)

donde

[ ] (]W?fE X]th...,Xn:fn (7720)
e Jg= Yi==s51,...,Y,, ==35, (m>0)
o Desig= 71 =—=r1,.... 7 =—=rr (k>0)

e IMin = Uy==U,....,Ui==U; (I>0)
y se verifica

e Cada X; aparece una sola vez en ¢ (en particular X; € U )

e Cada t; es un término no variable con var(t;) C U
o La tupla (ty,... t,) es lineal
e Cada Y, aparece una sola vez en Ig, Desig, Fin

o Cada s; es un término

o Cada r; es un término distinto de 7;

Demostracidn:
Aunque tediosa, es inmediata en ambos sentidos, por inspeccion directa de las reglas O

S

Como consecuencia de esta caracterizacion concluimos a continuacion que ~“° admite

formas resueltas (ver Def. 4.15). El resultado siguiente proporciona incluso mas informacion.

Proposicion 5.3

Sea AU primitiva y ~+*-irreducible (distinta de FAIL). Entonces
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(i) ¢ tiene soluciones finitas y totales.

(ii) AU es satisfactible y tiene soluciones finitas y totales.

Demostracion:

(i) Sea ¢ = Unif, Ig, Desig, Fin. Por un resultado conocido [97], Tg, Desig tiene soluciones

23, es decir, lo que en nuestro caso son soluciones

en el universo de Herbrand finitario
finitas y totales. Eso quiere decir que también Ig, Desig, Fin tiene soluciones finitas y

totales; sea o una de ellas.

Sea X =t una ecuacion de Unif. Como X no aparece en t,lg, Desig, Fin, pode-
mos redefinir @ en X como a(X) = aft], con lo que « asi redefinida es solucién de
X =1t,1g, Desig, Fin. Basta finalmente repetir el razonamiento para cada ecuacién de

Unif. Como comentario marginal, ndtese que no hemos hecho uso de la linealidad de
los lados derechos de Unif.

(ii) Es obvia a partir de (i), ya que toda solucién de ¢ lo es de .
O

Nétese que la existencia de soluciones finitas v totales de 3¢, una vez que se sabe tiene
alguna, estaba de hecho garantizada, por argumentos de continuidad: en efecto, como por el
teorema 5.1 U es una restricciéon continua, si a es solucién de A, tiene una aproximacién
finita o’ que lo es también. Si o/ (X)) es parcial para alguna X, basta reemplazar las apariciones
de L en o/(X) por un valor finito y total. La nueva o’ (finita y total) mayora a o’ y es por
tanto solucién de I . Este razonamiento no sirve sin embargo para (i), pues al ignorar el
prefijo existencial, no tenemos que ¢ sea continua.

A continuacién probamos que ~"_ para restricciones (aceptables) primitivas, es termi-
nante. Probamos de hecho algo mas.

Lema 5.3

Sea Rq el conjunto de reglas de ~° (para el caso general, no primitivo) exceptuando =/=s,

—_ [
/=6, Y sea ~p

la subrelacion de ~ que resulta. Entonces % es terminante.

Demostracion:

Puesto que toda ~+“*-reduccion que use una regla de fallo es terminante, nos referimos en lo
b

que sigue al resto de las reglas.

Consideraremos una combinacion lexicografica de varios 6rdenes, basados en distintas
funciones para medir el ‘tamano’ de una restriccion. Para las definiciones que siguen, debe
ignorarse el prefijo existencial que pudiera tener una restriccion . Las funciones que usamos
son:

23 . . . . . . . . . .
T.a existencia de soluciones esta garantizada si el universo de Herbrand es infinito. Fn otro caso, no tiene

por qué ser asi. Si, por ejemplo, sélo se dispone de las constantes a, b, la restriccién X == a, X == b (que
serfa ~“*-irreducible) no admite soluciones.
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| © |1= Nimero total, en las =-ecuaciones, de posiciones no primitivas internas (o sea,
dentro de expresiones c(eq, ..., e,).

e | o |o= Numero de variables distintas de ¢.

e | o |3= Numero de variables no =-resueltas de ¢.
Entendemos aqui por variable =-resuelta en ¢ una variable X cuya tnica aparicion en
 es en una ecuacion X =t.

e | ¢ |4= Numero de variables no ==-resueltas de .
Entendemos aqui por wvariable ==-resuelta en ¢ una variable X que aparece en una
ecuacion X == 1, pero no en t ni en el resto de las igualdades == ni desigualdades ==
de ¢.

e | ¢ |s= Tamano de ¢, es decir, el nimero de (apariciones de) simbolos de variable,
constructora o funcién que hay en .

| ¢ |e= Niimero de condiciones de la forma l == X ol == X de ¢.

Todas esas funciones inducen ordenes obviamente bien fundados. Y ahora tenemos en
cuenta que

=g hace disminuir | ¢ |.

3, =5 hacen disminuir | ¢ |2, sin aumentar | ¢ |.

4 hace disminuir | ¢ |3, sin aumentar | ¢ |1, ¢ |2-

=3 hace disminuir | ¢ |4, sin aumentar | ¢ |1, | ¢ |2, ] ¢ |3-

1,==1,=/=1,=/=2 hacen disminuir | ¢ |5, sin aumentar | ¢ |1, ] ¢ |2,| © |3, ] ¢ |4-

==x, =/=4 hacen disminuir | ¢ |g, sin aumentar | ¢ |1, ¢ |2,| @ |3,] ¢ |4, ] © |5-

En consecuencia, en cada ~% -paso se reduce la tupla

<|99|17|99|27|99|37|99|47|99|5>

si consideramos para ella el orden lexicografico, que estd bien fundado. Asi pues, no puede
haber ~+% -reducciones infinitas. [

Corolario 5.2

~% es terminante, para restricciones (aceptables) primitivas.

Aunque la terminacion de ~+% incluso para restricciones no primitivas no sea necesaria
para los resultados que vamos a obtener, no cabe duda que seria interesante. No disponemos
de una demostracion completa de ello, pero creemos muy razonable que asi sea.

S

Conjetura: ~“ es terminante para restricciones aceptables posiblemente no primitivas.
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.os anteriores resultados, junto con la correccion y completitud que probaremos en seguida,
(corolario 5.3) para el caso mas general de restricciones posiblemente no primitivas, nos
indican que ~“ constituye un sistema de decisién (ver definicién 4.15) para las restricciones
(aceptables) primitivas.

En lo que sigue, ~° se refiere al caso general, en ue las restricciones pueden ser no
9 9
primitivas.

El siguiente lema, del que se sigue inmediatamente la correcién y completitud (en el
sentido de la definicién 4.15) de ~»“_ establece con precision cémo ~° propaga soluciones.
Utilizaremos las siguientes notaciones:

e s0l(p, 1) ={a| aessolucion de g en T} (sol(FATL,T) =0).

o ¢ ~% 1 indica que el paso se ha dado con la regla R, o con una regla de R, si R es un
conjunto de reglas.

e R_,R——, R denotan los conjuntos de ~+*-reglas para =, ==y =/= respectivamente.

Lema 5.4

(i) Sea R = R—U R—— U {=/=2,=/=3,=/=4}. Si ¢ ~% 1, entonces sol(p, ) = sol(,T),
para toda T € INT.

(ii) Si =/=1 es aplicable a ¢, y ¢ ~72 b (1 <@ < n), siendo ry,...,r, las distintas
alternativas de ==, se tiene: sol(@, I') = ; sol (v, T)
(iii) Similar a (ii) para ==s5,=/=¢
Demostracion:

No es dificil, procediendo regla por regla. Tiene interés sin embargo observar que las reglas
—3, =k, —¢ preservan soluciones debido a que las variables eliminadas estdn cuantificadas
existencialmente. También es importante la cuantificaciéon existencial de las variables nuevas
introducidas por las reglas =~=5,==¢. O

Corolario 5.3

~% es correcta y completa.

El lema previo es mas informativo que este corolario, pues delimita juegos completos de
~%-reglas, la mayor parte unitarios. La importancia a efectos practicos es obvia: dada ¢ es
probable que puedan darse muchos pasos distintos ¢ ~ 1), ya que muchas ~“*-reglas pueden
ser aplicables a ¢. Por la mera completitud sélo sabemos que entre todos esos pasos (como
alternativas indeterministas) quedan capturadas todas las soluciones de . Usando el teorema
previo, sabemos que si se aplica una de las reglas de (i), se preservan las soluciones, y por
tanto no es necesario probar otra alternativa, en caso de fallo o de biisqueda de soluciones
alternativas. Si se aplica una de las instancias de =/=;, hay que considerar todas sus
alternativas. Otro tanto ocurre para ==s, =s.
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Lema 5.5

~ es perezosa (ver definicion 4.17), es decir: Si o | ¢ |, existe ¢ primitiva tal que

o~ yaE

Demostracidn:

Podemos suponer que @ es no primitiva, pues en otro caso el resultado es trivial. Recuérdese
ademds que la condicién a |=| ¢ | es equivalente a o =187 . Sean Ry, ~+% como en el lema

3 e —/— J - cs cs :
5.3 (es decir, el resultado de excluir =/=5, =/=¢ de ~*). Sea 1 ~% -irreducible y tal que
o E=LINT 4h (0 equivalentemente o |=| 1 |). Tal 1) existe pues ~+% es terminante (lema 5.3),y
completa (como consecuencia del lema 5.4) para cualquier interpretacion (en particular, para
s s . . . . .
Lrnr).. Como 1 es ~p -irreducible y | 1 | es satisfactible, es facil ver que tiene la forma

U, X (Prim,e; = Xq,...,en = X, Y1 == 11, ..., Y, == 1)

donde Prim es primitiva, ey, ..., e, son de la forma f(_,...,_) (f no primitiva), y para todo
i, X; no aparece en Prim ni es ninguna de las Y; (pues o |=| ¢; = X | implica que a(X;) = L,
mientras que o [=| Y; =/= r; | implica a(Y;) # L). Nuestro objetivo ahora es eliminar la
parte no primitiva que queda, que son las expresiones ¢;, mas las expresiones no primitivas
que puedan aparecer en rq,...,7,,. Notese que la forma de eliminar e; es por eliminacion de
la ecuacion e; = X; (regla =5), para lo que hace falta conseguir que la variable producida X;
desaparezca del resto de la restriccion. Podemos conseguir esto, y al tiempo la eliminacion
de la parte no primitiva de rq,...,r,,, mediante aplicacion reiterada de =/=5,=/=4 (en cada
paso, la que corresponda para capturar «). Nétese que este iiltimo proceso termina, pues
cada aplicacion de =/=5 elimina una desigualdad, y cada aplicacion de =/=¢ disminuye la
profundidad maxima a que se encuentra una expresion no primitiva o variable producida en
el lado derecho de la desigualdad en cuestion. Al final del proceso, las desigualdades que
resulten deben ser primitivas, y no pueden contener a una variable X; en sus lados derechos,
por lo que en efecto se pueden eliminar las ecuaciones ¢; = X,;. O

Para terminar esta seccidon, veamos un resultado til acerca de restricciones no primitivas,
pero ~“-irreducibles.

Proposiciéon 5.4

St es una restriccion no primitiva ~°-irreducible, entonces tiene una subexpresion e de la
forma f(ey,...,e,) que verifica alguna de las condiciones siguientes:

e o tiene una ecuacion de la forma e = c(ty,...,1,).
e o tiene una ecuacion de la forma e ==r (ol ==¢).

e o tiene una desigualdad de la forma e ==r (o] == e).
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e o tiene una ecuacion de la forma e = X, y alguna otra condicion atémica de la forma

*X:C(fh...,fn)
—l==r,con X €var(|l],|r])
— X:/:r

En cualquiera de las situaciones indicadas, e estd absolutamente demandada en .

Demostracidn:
I.a prueba es rutinaria, por analisis de las distintas posibilidades. Veamos parte de los razo-
namientos necesarios.

Sea ¢ no primitiva y ~+"*-irreducible. Podemos descartar entonces la posibilidad de que
en ¢ haya condiciones de la forma ¢(ly,...,1,) op d(ry,...,r,), siendo op uno de los simbolos
=,==,=/=, pues una regla de descomposicion o fallo se podria aplicar. Analicemos déonde
pueden aparecer expresiones no primitivas en . Sea entonces u una posicion critica en ¢, y
sea € =[], (e debe tener la forma f(eq,...,e,)). Si hay una condicion de la forma e ==r o
e =/=r (o al revés), ya esta. Suponemos pues que no hay condiciones de estos tipos. Ahora,
si e estd en una desigualdad X =/= ¢(ry,...,r,), las reglas =/=5, =/=¢ son aplicables. Si
es al revés, puede aplicarse =/=,. Suponiendo que tampoco este tipo de condicidén aparece,
solo queda ya la posibilidad de que e esté en una condicion [ = X. Si e es interna a [, =¢ es
aplicable. De no haber ninguna en esta situacion, debe ser e = [, es decir, hay una ecuacion
e = X. La prueba de que X verifica una de las condiciones del enunciado se haria de modo
similar, y la omitimos. O

Esta propiedad es interesante pues, por una parte, proporciona un repertorio (no ex-
haustivo) de condiciones que aseguran que una posicién no primitiva estd demandada por
cualquier solucion y testigo minimal de ella, y por otra, establece que si no podemos dar un
~-paso, con seguridad hay una posicion de este estilo, en la que por tanto vamos a poder
hacer estrechamiento, con garantias (si usamos la regla del programa adecuada, pero esa es
otra historia) de acercarnos a una respuesta terminada. Es importante observar que nuestro
razonamiento no esta condicionado por ninguna solucién dada de antemano.

5.5 Resultados de completitud

A la vista de las propiedades que hemos probado para ~° en el apartado anterior, y teniendo
en cuenta los resultados de la seccion 4.4, en particular el teorema 4.6, ya podemos afirmar

nes

que ~+"% =~ [J ~+* constituye una semantica operacional correcta y completa para SF -

programas. Es decir, tenemos

Teorema 5.2 (Completitud de ~")

Sea « una solucion de una restriccion aceptable . Fntonces existe un computo localmente

nes*

PETEZ0S0 P~ W terminado para ov.

Sin embargo, ya fue comentada la debilidad del teorema 4.6, porque no establece en
qué manera se pueden intercalar ~+-pasos v ~+“-pasos. Nuestro objetivo para esta seccion es
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obtener un resultado de completitud mas fuerte, que muestre la indiferencia de dar en cada
momento un tipo de paso u otro (mientras sean perezosos), y limite por tanto el indeter-
minismo ‘don’t know’ a la eleccion de la regla del programa a usar (en el caso de pasos de
estrechamiento), y a la eleccion de la regla de resolucién de restricciones a usar, dentro de un
juego de reglas completas (ver lema 5.4).

Para poder obtener un resultado de completitud mds potente que el dado por el teo-
rema anterior, nos conviene en primer lugar dar una definicién de lo que entendemos por un
~"“-cdmputo globalmente perezoso. Recordemos que, en efecto, esa era la nociéon adecuada
para probar la completitud del estrechamiento por restricciones ~+. l.a idea es que en un

computo globalmente perezoso, cada paso te acerca realmente a la solucion.

El siguiente ejemplo explica por qué no extendemos sin mas la definicién que ya tenemos
para ~s-coémputos, olviddndonos sin mas de los posibles ~+“*-pasos intercalados.

Ejemplo 5.4 (FEzistencia de ~"°-pasos no perezosos )

Dado el programa con una sola regla. f(X) = s(0), el objetivo [f(0),0] =/= [0, s(0)] admite

nes
991 N 992 N

nes nes

un computo g ~> 3 dado por

LF(0). 01 == [0, 5(0)]~~"" F(0) == 0~ 5(0) == 0~ true

El cémputo no es perezoso, en el sentido de que [f(0), 0] =/ [0, 5(0)] es el tinico testigo mi-
nimal de g, y sin embargo posteriormente f(0) ha sido estrechada. Sin embargo, fijdindonos
solo en los pasos de estrechamiento, el computo seria perezoso, pues el Unico testigo minimal
de ¢y es f1(0) == 0, y por tanto el paso ¢ ~+ @y es perezoso.

l.o que va mal aqui es el paso g ~“ 1, que informalmente no es perezoso. Pueden
darse ejemplos de cédmputos infinitos debidos a este hecho.

<&

Concluimos de este ejemplo que los ~“-pasos de un cdmputo deben ser tenidos en cuenta

nes

a la hora de hablar de pereza global. Antes de definir lo que entendemos por ~"**-cémputos
globlamente perezosos, necesitamos algunos tecnicismos acerca de como se transmiten a través
de los ~“-pasos los etiquetados (o arboles de interpretaciones) introducidos en la seccion
4.3. Recordemos que en estos etiquetados cada simbolo de funcidn estaba etiquetado en la
forma f7PT% (abreviadamente f*). Distintas apariciones de un mismo simbolo f podian tener
distintos etiquetados. Un etiquetado y una valoracion determinaban por completo el valor de
una expresion, y por tanto, la satisfaccion de una restriccion. Escribiremos €7, ..., 07,97, ...
para referirnos a expresiones y restricciones etiquetadas, y utilizaremos las notaciones ha-
bituales afe™] (valor de la expresion etiquetada €7 bajo o) v a | ¢7 (« es solucion de la
restriccion etiquetada 7).

S

Observemos en primer lugar que las reglas de ~»“ sirven para cualquier conjunto de
simbolos no primitivos. En particular, sirven para el conjunto de simbolos etiquetados

{f" ] f €A, necIN}. Portanto tiene perfecto sentido hablar de @7 ~+ 7.

Notese ademas que @ es ~“-reducible si y solosi ¢7, lo es, siendo 7 un etiquetado de ¢, ya
que si @ ~% P, entonces 7 ~~3 7, donde 7 esta definido del modo natural, ‘traspasando’
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las etiquetas de los simbolos no primitivos de ¢ a las correspondientes apariciones de esos
mismos simbolos en .

Facilmente se prueba el siguiente resultado.

Lema 5.6

e Correcidn: Si @7~ Y7 y o =17, entonces o = 7.

e Completitud: Si o = 7 y ¢ reducible, existe ™ ~+°° 7 tal que o |= 7. Fs mds, si
¥

T es minimal, uno de tales Y7 es minimal.

Ya podemos dar la definicion que anddbamos buscando.

Definicién 5.5 (~-""-cémputos perezosos)

Sea g aceptable y o solucion de wq. Un computo

nes nes nes
990 N 991 N 992 N

se dice perezoso para «a si existen @, 01", 932, . . ., testigos minimales para o de @o, ©1, P2, - - .,
de modo que

o . v e i
(i) Si @i ~" @iy1 es ©; ~ iy, entonces o'~ o

Tit1

(i1) Si i ~=" pipy €5 @i~ pigy, entonces o' > @,

Nétese que todo ~-cémputo globalmente perezoso (ver la definicion 4.14) es perezoso
como ~"_cémputo.

A modo de ejemplo, comprobemos que el computo del ejemplo 5.4, que informalmente
detectabamos como no perezoso, realmente no lo es de acuerdo con esta definicién. En efecto,
los tinicos testigos minimales de los objetivos g v 1 son [f°(0),0] == [0,s(0)]y f'(0) == 0
respectivamente, y se tiene

[£7(0),0] == [0, 5(0)]~* f2(0) == 0
pero no

[£7(0),0] == [0, 5(0)]~* F1(0) == 0
por lo que la condicion (7) de la definicién anterior no se satisface.

Consideramos a partir de aqui soluciones « finitas, porque vamos a necesitar considerar
una valoraciéon « como una sustitucion (entendiendo L como un nuevo simbolo de construc-
tora). Nos hara falta mas adelante el siguiente resultado técnico.

Lema 5.7

Sea A ™ un etiquetado de una restriccion aceptable I, y o finita tal que o = FU ™.
Fntonces existe o finita tal que o/ coincide con o, excepto posiblemente en U, y o/ = 7.
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Demostracidn:
Haremos induccién sobre la longitud [ de la transformacion que fue introducida en el teorema
5.1 para pasar de restricciones de Cony_ (que usan =, como implicitamente se supone de

@) a restricciones de C'ony, (que utilizan selectoras y reconocedores). El considerar ademas
etiquetados no afecta la validez de aquellas transformaciones.

e (I = 0): entonces ¢ no tiene =, es decir, ¢ € Cony. Pero en este caso, ©7 es una
restriccion continua y por tanto, de tener soluciones (y las tiene, pues U7 es satis-
factible) debe tener alguna finita o/, que puede incluso hacerse coincidir con « fuera de

U.

o (I = 1+1): Fl caso de I p® 71, ©7" no ofrece ningiin problema, pues Ty preserva
soluciones y cuantificaciones.

Supongamos ahora que
U,V (e™ =V, 47 v—p, AU (Y7 0)

siendo ¢ = {V/e"}, y sea a finita con o = U,V (e” = V,¥7). Como T; preserva
soluciones, se tiene o = U (Y7o). Por la hipétesis de induccién, existe o’ finita,
que coincide con « excepto posiblemente en U, y tal que o/ = "0. Nétese que
o’ no compromete a V., pues V no estd en )"0. Si consideramos ahora o’ de modo
que coincida con o/ salvo en V., donde definimos o/(V) = o/'[¢7], tenemos que o’ es
finita (/(V) es finito por serlo o’ y ser €7 un etiquetado con niveles finitos) y ademas
o Ee” =V, 47, lo que concluye la demostracion.

El siguiente teorema establece que todo computo perezoso que no esté ya terminado se

puede continuar.

Teorema 5.3

S

Sea g aceptable, o solucién finita de @q, ©o ~"" @, perezoso para o, con testigo final 7.

Fntonces

S

(i) Si ¢n es ~"°-reducible, existe w,11 tal que @, ~"° @,11 Yy ©o ~"° i ©ni1 €5 PETEZOSO.

(ii) Si u es una posicion demandada (para ) en ©I7, entonces existe @, 1 tal que @, ~,

nes*

Pnt+1 Y Yo~ On41 €S PETEZOSO.

(iii) Si @, es ~"-irreducible y ©I" no tiene posiciones demandadas para o, entonces g,
estd terminado para o.

Demostracion:

(i) Basta aplicar la completitud de ~ (lema 5.3).
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(i) Basta aplicar el lema de reduccion de la complejidad 4.3.

(iii) Puesto que ¢, es ~“-irreducible, sdlo falta ver que ¢, es primitiva. Y en efecto es
asi, pues si ¢, fuese no primitiva, como ¢J” no tiene posiciones demandadas para «, se
tendria o | @, |, ¥ por la condicion de pereza de ~%, ¢, seria ~“*-reducible, contra
la. hipdtesis.

Este resultado es muy satisfactorio desde el punto de vista de cdmo intercalar los ~+“-pasos
y los ~-pasos (en posiciones demandadas) en un cémputo. lLos tres apartados, en su con-
junto, indican que si un computo no esta terminado, uno de los dos tipos de pasos se ha
de poder dar, manteniendo la pereza. Ademds, en caso de que ambos tipos de pasos sean
posibles, es indiferente cual de ellos decidamos hacer, pues en ambos casos puede darse un
Paso perezoso.

Ahora bien, no serviria de mucho la nocién de computo perezoso que hemos fijado, ni
por tanto el teorema anterior, si no probamos que los codmputos perezosos nos acercan de
verdad a la respuesta. FEl siguiente teorema, que es el anilogo al lema 4.3 que vimos para
~s-computos, responde a esta cuestion, y constituye sin duda el resultado mas importante de
esta seccion: todo lo demas se pueden considerar preparativos para él.

Teorema 5.4

Sea @qg aceptable, o solucion finita de @g. FEntonces no existen computos perezosos infinitos
para « a partir de @gq.

Demostracion:
Supongamos que existe un coémputo perezoso infinito para «

Hﬁowo MTLCS Hﬁ] SO‘I MTLCS 3?2@2 MTLCS PP

con testigos minimales 3o °, I 107", o2, ... Sea o’ tal que o' coincide con « en las
variables libres de Ao (v por tanto también en las de 3U;¢;, para todo 1), y que ademis
verifique o/ = ¢ (tal o/ se puede construir, teniendo en cuenta el lema 5.7, redefiniendo de
modo adecuado « sobre las nuevas variables existenciales introducidas en cada paso).

Definiremos a continuacién un orden bien fundado > entre expresiones etiquetadas, y
probaremos que

T

Ty .
S cpH_T Vi

con lo que habremos llegado a una contradiccion.

El orden > va a ser una combinacion lexicogrifica de varios érdenes auxiliares definidos so-
bre distintos ‘tamanos’ asociados a una restriccion etiquetada. Estos ‘tamanos’, que notamos
por| —lo, | — i, | = 2y | — |3, estan definidos como sigue:

o | U™ o= S,a/, siendo S, el multiconjunto de los miembros de todas las condiciones
=,==,=/= que aparecen en la parte no =-resuelta de ¢©7. la parte =resuelta de ¢’
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esta formada por las ecuaciones X =1 tales que X no aparece mas veces en 7. S,

se entiende como el resultado de aplicar o/ a cada elemento de S,,.

El considerar el multiconjunto S, en lugar de la propia parte =-resuelta de ¢7, es
debido a la regla =/=4 (ver mds abajo). El considerar la parte =-resuelta de ¢7 en
lugar de la propia ¢” es debido fundamentalmente a la regla =/~=s, aunque ya puestos
se usa en otras (ver mas abajo).

El orden auxiliar =g que se considera sobre estos multiconjuntos es el orden > definido
en la seccion 4.3 (véase Def. 4.12).

o | AU |;= Niimero de variables distintas de 7.

e | U™ |o= Nimero de ==-ecuaciones no resueltas de 7. Una ecuacién X ==t
esta resuelta si t es un término, y X no aparece en ¢ ni en el resto de las igualdades ==
ni desigualdades == de ¢7.

e | U™ |3= Nimero de condiciones de la forma [ == X o[ =~ X de ¢”.

Los 6rdenes 1,9, >3, asociados a | — |1,] — |2,] — |3 son todos el orden > de los
naturales.

Finalmente, definimos > como

e =T e (@ o [ @7 @7 oy [ @7 la) =i (17 oy [ &7 |1, [ 97 |a0 | 97 |s)

siendo > el orden lexicografico correspondiente a >q, >, =2, >3. Es bien fundado por serlo
todos estos.

. T Ti41 .

Nos resta probar: " = ;' Vi.
e Si ¢; ~, R @it1, observemos que la misma posicién u y regla R sirven para hacer
pie ~yum @i,y que se puede reproducir el razonamiento utilizado en el lema

; Ty . . ’, . . .
4.3 para probar ¢'a/ > ¢, '@/, e incluso, con la terminologia introducida arriba,

Tit1

Spaf =g Syal, y por consiguiente of = @ %'

A continuacién analizamos ~% regla por regla (excepto las de fallo, que no influyen
para este resultado). Como para el orden que consideramos las cuantificaciones existen-
ciales son irrelevantes, lag omitimos. Asimismo, para facilitar la lectura, no indicamos
explicitamente en la notaciéon los etiquetados para expresiones y restricciones; es decir,
[,r,e,...seran expresiones etiquetadas, ¢, 1, ... restricciones etiquetadas.

o p; ~Z ipy: Claramente | ¢; |o decrece.

Para varias de las reglas que siguen, hay que observar que si o’ es solucion de X = ¢,

siendo ¢ un término, y o = {X/t}, entonces Xo/ =ta y 00/ = o/,

o i~ iri: Decrece | @; |1, mientras | ¢; o queda >.

o ;i ~Z witi: | @i |o decrece, pues una ecuacion ha pasado a ser resuelta.

o p; ~Z i Igual que =3.
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o o ~Z w11 Decrece | @i |o, ya que t; es subexpresion de [ y V;a/ es subtérmino de
X o', pues ha de ser Xo/ = sk(l)o/.

o o, ~Z_ iy Igual que =.

o o ~2_ iyt | @i lo,| @i |1 quedan igual, pero | ¢; | decrece.

o o, ~Z_ pir: Como el caso de =¢.

o i ~Z_ iy | @ilo,| i |1 quedan igual, | ¢; |2 queda >, pero | ¢; |3 decrece.

e ©; '\»;; w;r1: Como el caso de =;.

o '\»;‘ZQ @ix1: Decrece | ¢; |, pues eliminamos una desigualdad, y el resto queda igual.

=

e ©; '\»;‘Z4 wixrt: | @i los | @i 1, | @i |2 quedan igual, pero | ¢; |3 decrece. Nétese que | ¢; |o
queda igual porque hemos considerado los multiconjuntos S,.

® i I Pitar Decrece | ¢; |o, pues hemos reemplazado una desigualdad X =/=

c(eq,...,e,) por una =-ecuacion resuelta.

® i I Pitar Decrece | ¢; |o, pues hemos reemplazado una desigualdad X =/=

cler,...,e,) por una =-ecuacion resuelta, mds una desigualdad e; == V; tal que e;o
es subtérmino de c(ey,...,e,)a’ y Via/ lo es de Xo/.

l.os dos 1ltimos teoremas tienen como consecuencia, ya casi inmediata, el siguiente teo-
rema de completitud.

Teorema 5.5

Sea g una restriccion aceptable y o una solucion finita de . Fntonces existe un computo

nes*

Lo~ o perezoso para « y terminado.

Como en otras ocasiones, el enunciado de completitud resulta muy claro, pero pierde
mucha informaciéon con relacion a los dos teoremas que le preceden. Como consecuencia de
éstos ultimos, podemos destacar el alto grado de indeterminismo ‘don’t care’ que ofrece ~»"*
como mecanismo de computo para resolver objetivos, con garantias de llegar a una forma
resuelta (si las elecciones ‘don’t know’ son las adecuadas). En efecto:

S

1. En cada paso, podemos elegir indistintamente ~~“ o ~ para continuar (teorema 5.3).

2. Para aplicar ~“*, podemos elegir indistintamente cualquier juego completo de ~-reglas
de los determinados en el lema 5.4. Si el conjunto no es unitario, la seleccion de la regla
es ‘don’t know’.

3. Para aplicar ~, podemos elegir indistintamente cualquier posicion absolutamente deman-
dada (ver teorema 5.3). En la proposicién 5.4 se dan criterios efectivos para detectar
posiciones absolutamente demandadas, y se asegura que alguno de ellos se cumple en

S

caso de que ninguna regla de ~+“° sea aplicable. l.a seleccion de la regla del programa

P a usar es ‘don’t know’.
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4. Segun el teorema 5.4, el proceso termina si las elecciones ‘don’t know’ son las adecuadas.

Asi pues se dispone de una gran flexibilidad a la hora de elegir un control determinado
para efectuar los computos.

5.6 Algunas variantes para la resoluciéon de restricciones

Discutimos en este apartado alternativas para algunas de las caracteristicas del sistema de
resolucion de restricciones que hemos estudiado en apartados anteriores.

5.6.1 Comparticiéon frente a reemplazamiento

De las reglas de resolucion de restricciones (~), son las correspondientes a la unificacion
(=) las que contribuyen principalmente al cardcter perezoso de la semdntica operacional. Mas
concretamente, son interesantes a este respecto las reglas que se refieren a ecuaciones de la
forma | = X. Cuando [ es un término primitivo, la ecuacion es eliminada tras generar y
propagar la sustitucion X/I. De esto se encarga la regla =5, que estd también al cargo de
eliminar la ecuacion [ = X si la variable X no aparece en ningin otro sitio, incluso si [ es
no primitiva. A pesar de su aparente inocuidad, este iltimo tipo de eliminaciones es clave
para el caracter perezoso de los computos, al hacer desaparecer las expresiones no primitivas
cuyo valor es irrelevante (y por tanto su evaluacidén innecesaria) para la satisfactibilidad de
la restriccion en cuestion.

Cuando en la ecuacion [ = X, [ es de la forma c(eq, ..., e,) pero no primitiva , la regla =¢
se encarga de eliminar también la ecuacion, tras efectuar una ‘ligadura parcial’ de la variable
X a la parte primitiva mas externa de [, sacando al tiempo hacia el exterior la parte no
primitiva de [, en forma de ecuaciones f(ey,...,e,) = U.

En cuanto a las ecuaciones de la forma f(ey,...;e,) = X, donde X aparece mas veces
en el resto de la restriccion, no hay ninguna regla especifica que las trate. Puede decirse que
estdn a la espera de que

e la variable producida X se reemplace por otro término (por aplicacién de la regla =3),

e la variable X desaparezca del resto de la restriccion (por aplicacion de las reglas ==,
=/=¢ a una ecuacion Y == r[X], o de la regla =5 a I[[X] =Y, con Y eliminable por no
aparecer mas), o

e se descubra que f(ey,...,e,) estd demandada y debe ser reducida mediante ~ (por
aparecer la variable X en alguna condicién X == r X =/= r o simétrica). El es-
trechamiento de f(ey,...,e,) (en varios pasos quizds) reducira esta expresion a forma
normal de cabeza (i.e. a una variable o a algo de la forma c(eq,...,e,)), por lo que de
la ecuacién f(ey,...,e,) = X se pasard a otra de alguno de los tipos examinados antes

24

24 . . e e, ., . .
Como en muchas otras ocasiones, estamos suponiendo que la restriccién en cuestion es satisfactible, y que
las reglas del programa usadas para estrechar son las adecuadas. Fn otro caso, puede no llegarse a ninguna
forma normal de cabeza para f(ei,...,en).
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ILlamaremos suspension a la expresion f(ey,...,e,) de una ecuacion f(eq,...,e,) = X
. 1, s En . 1, s En,

(v por extension, llamaremos también ‘suspension’ a toda la ecuacidn), para indicar que su

evaluacion queda pospuesta o suspendida hasta que se pruebe como realmente necesaria.

Es importante observar que en este planteamiento todas las sustituciones que se ge-
neran son de variables por términos, v que el resultado de estrechar en una suspension
fler, ... e,) = X se transmite a todas las apariciones de su variable producida X, a través
de las ligaduras que produzca la posterior aplicacion de la regla =5 0 =g, segin corresponda.
Este fendmeno se corresponde muy directamente con un requisito pedido habitualmente a un
mecanismo de evaluacién (de expresiones funcionales) para ser considerado perezoso: evitar
que se repita la evaluacion de las apariciones miltiples que pudiera tener una expresion fun-
cional (no primitiva, en nuestro lenguaje), cuando ha sido pasada como pardmetro actual en la
aplicacion de una regla del programa cuyo lado derecho sea no lineal (es decir, con miiltiples
apariciones de un parametro formal). En nuestro formalismo, evitamos tales repeticiones,
porque el propio paso de pardmetros (que queda expresado en el tratamiento que se da a las

ecuaciones [ = X') queda suspendido en caso de que [ sea una expresion funcional, y en caso
de ser reducida, el resultado es compartido por todas las apariciones de X.

Discutiremos aqui una alternativa a nuestro conjunto de reglas para la unificacidn, en
la. que se suprime la distincién entre variables producidas y no producidas. FEn esta otra
definicion de ~+" consideramos, para el caso de restricciones con expresiones no primitivas,
exactamente el mismo juego de ~“-reglas para las =-ecuaciones que fue propuesto para el
caso de restricciones primitivas. La diferencia reside en que las antiguas reglas =5, =g para
el caso no primitivo quedan reemplazadas por la regla =5

AX, Ut = X, )~ FU(pa), donde o= {X/t}

que efectiia el paso de parametros, con independencia de cual sea la estructura de t. Como

S

cambio secundario adicional, en las reglas de ~»% se suprime toda mencion a ‘variables

producidas’ (reglas ==5, ==¢).

No es dificil probar que el nuevo sistema de resolucion de restricciones ~+°° asi definido
sigue siendo correcto (debido al caracter existencial de las variables en los lados derechos de
las =-ecuaciones), completo (=5 preserva soluciones) y perezoso (la demostracién requiere
pocos cambios respecto a la dada para las reglas originales).

Es innegable que el conjunto de reglas que resulta es ademas mas claro y sencillo. Como
contrapartida, la semantica operacional no respeta el criterio de no reevaluacion de las milti-
ples copias que de una expresion no primitiva e puede hacer la regla =5 al aplicarse a una
ecuacion e = X (una copia por cada aparicion adicional de X'). El hecho tiene su importancia,
al menos de cara a una posible implementacion, pues el nimero de posiciones no primitivas
en una restriccion puede crecer exponencialmente al aplicar la nueva regla =5 (frente a un
no crecimiento, incluso posible decrecimiento de tal niimero, con las reglas originales). Fste
problema suele ser abordado [103, 86] como una mera cuestién técnica a resolver mediante
una adecuada representacion de las expresiones funcionales que intervengan en los computos,
para garantizar la comparticién (‘sharing’) por parte de expresiones homdlogas (copias) del
resultado de la evaluacién de una cualquiera de ellas. Por nuestra parte, aun considerando
vilido tal enfoque (que en cierto sentido adoptaremos en préximas secciones), juzgamos in-
teresante el que la semantica operacional, en su nivel mas formal, se ajuste mas estrechamente
a la subsiguiente implementacion.
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Existe otra razdn, probablemente de mayor peso, para haber adoptado el conjunto de
reglas original. FEs que los resultados de completitud obtenidos en la seccidon 5.5 para la

nes

semdntica operacional combinada ~+"% se demuestran con mucha mayor facilidad si se evita la
realizacion de copias de expresiones no primitivas. Fn particular, se simplifica en gran medida
la obtencion del orden bien fundado que nos permite probar en el teorema 5.4 que no existen
~"_coHmputos perezosos infinitos. lejos de parecernos un motivo vergonzante, pensamos
que la mayor simplicidad de las pruebas, anadidas a la mejor adecuacion a lo que se pretende
realizar en la prictica, son fuertes avales para justificar nuestra eleccion. Otros autores [87, 21]
han dado opiniones similares acerca de las ventajas de evitar el reemplazamiento impaciente
(‘eager replacement’) de variables. Un caso bien conocido es el del conjunto de reglas para
AC-unificacion dado por Stickel en [144]; la dificultad de la prueba de terminacién, que no
fue dada hasta varios anos mas tarde por Fages [51], es achacada habitualmente [87, 21] al
reemplazamiento impaciente de variables.

Indiquemos que, si bien no proporcionamos prueba de ello, nos parece una conjetura mas

nes_

que razonable que el teorema 5.4 sobre inexistencia de ~» computos globalmente perezosos
infinitos sea también vilido para el sistema de reglas alternativo que hemos descrito aqui. FEl
teorema 5.3 no ofrece mayor dificultad. FEn cuanto al teorema de completitud ‘débil’ 5.2, por

supuesto que sigue siendo cierto, ya que es un resultado general para CFLP(X).

Para terminar comentemos que, cuando estudiemos la implementacion de la semantica
operacional, adoptaremos inicialmente la regla =5 que realiza copias. .o haremos en interés de
la claridad de la exposicidn, pues ciertamente resulta mas simple que las reglas que consideran
suspensiones. Pero nétese que la introduccion posterior de las suspensiones para obtener
comparticion estara sélidamente justificada por nuestros resultados.

5.6.2 Propagacion global de las sustituciones

Ya vimos en su momento (véase la seccién 5.4) el peligro de la propagacion global de una
sustitucion o = {X/t} correspondiente a una ecuacién X ==t en la aplicacion de ==3, y
analogamente en ==,. Por ese motivo en dichas reglas la sustitucion generada no se propaga
més que al resto de las ==-ecuaciones y a las =/=-desigualdades. Aunque existen otras
soluciones, que en seguida analizaremos brevemente, hemos querido hacerlo asi en el sistema
de restricciones estudiado con detalle, porque asi se obtiene la notable propiedad de que
cualquier orden de aplicacion de las reglas, incluyendo la de estrechamiento (en posiciones
demandadas), es valido. Es decir, para cualquier control se tiene completitud.

Pensando en una posible implementacion, sin embargo, restringir la aplicacion de una
sustitucion a un ambito local puede resultar mas dificil que aplicarla globalmente. FEllo
ciertamente es asi si, como haremos, usamos Prolog como lenguaje soporte para la imple-
mentacion, en cuyo caso lo razonable y eficiente es usar la propia unificacién de Prolog (de
efecto global) para realizar y propagar las sustituciones generadas por las semantica ope-
racional implementada. Asi pues, como alternativa practica, proponemos un cambio en las
reglas para ==, para aplicar las sustituciones globalmente, a costa de imponer condiciones
adicionales.
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I.a nueva regla ==j3 seria

==3) AU(X == t,) ~ FU(X == 1, p0)
si t es un término, X aparece en ¢, X no aparece en f, 0 = {X/t}.
v X, 1 no contiene variables producibles

Para ==, tendriamos un cambio similar, pidiendo en este caso que no haya variables
producibles en X, sk(r).

Entendemos por wvariables producibles aquellas que aparecen en el lado derecho de una
=-ecuacion no resuelta. Con mas precision:

U es producible en ¢ si ¢ tiene una ecuacién [ = r tal que U € var(r) y , o bien [ no es una
variable, o bien [ es una variable que aparece més veces en .

Es claro que, con la condicion impuesta, al aplicar ==3 no pueden generarse ciclos de
variables en las =-ecuaciones no resueltas (pues las variables involucradas en {X/t} no estdn
en sus lados derechos); por lo que se refiere a las =-ecuaciones resueltas, es obvio que no
pueden formar parte de ningun ciclo, pues sus lados izquierdos sélo aparecen una vez en toda
la restriccion.

Asi pues, la propiedad (C) mas esquiva de las restricciones aceptables se sigue preservando.
También es obvio que se preserva la propiedad (T) de que s6lo haya términos primitivos en
los lados derechos de las =-ecuaciones. En cuanto a la linealidad de los lados derechos (L)
y el que las variables de los lados derechos sean existenciales (E), pueden perderse en las
=-ecuaciones resueltas. Por ejemplo, una aplicacion legitima de la nueva ==3 seria

A, V(X = c(U), U=c(V), U==d(V,Y))
2 AU V(X = e(d(Y,Y)), d(Y,Y) = ¢(V), U ==d(V,Y))

en la que hemos pasado de una restriccion aceptable a otra en la que (L,E) fallan.

Pero, de nuevo en general, las propiedades (L,E) si que se preservan en las =-ecuaciones
no resueltas, pues sus lados derechos no son tocados. Y esto es lo importante para garantizar
que las reglas de ~+“° siguan funcionando bien, ya que una =-ecuaciéon resuelta no puede
dejar de estarlo, y sdlo pueden ser afectadas de nuevas instanciaciones de sus lados derechos
que, ni pueden ser incorrectas, ni conducir a problemas de no terminacion por la generacion
de ciclos. Para una justificacion precisa de la validez del nuevo sistema de reglas, que no
vamos a completar aqui, deberiamos pues relajar las condiciones de aceptabilidad, pidiendo
(L,E) sélo a la parte no resuelta de una restriccién, y probar resultados similares a los que
yva obtuvimos.

Con las nuevas reglas hemos conseguido que toda sustitucion que se genere durante el
computo se aplique globalmente, lo que ya sabemos que reporta ventajas para una imple-
mentacion, especialmente en Prolog. Pero jqué ocurre con las condiciones de aplicacion de
las reglas? No nos referimos ahora a que son aplicables en menos ocasiones, con lo que se
pierde flexibilidad en el control, sino a la verificacion de que se cumplen tales condiciones,
es decir, que la sustitucion a efectuar no involucra, ni en el dominio ni el el rango, una
variable producible. Por supuesto, detectar tal situacion es posible, pero claramente a costa
de sofisticar la representacion que se vaya a hacer de los términos (para distinguir variables
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producibles) y/o efectuar recorridos costosos para reconocerlas. Probablemente con ello se
contrarrestarian las ventajas conseguidas por las nuevas reglas.

Existe una forma de preservar las ventajas de la propagacion global de sustituciones, al
tiempo que se evita el inconveniente de tener que verificar si una ecuacién contiene o no
variables producibles: imponer restricciones mas severas al orden en que se resuelven las
condiciones de un objetivo, para asegurar que en el momento en que una ecuacion estricta
es considerada para ser resuelta, ya no tenga variables producibles. Un criterio muy sencillo
para esto es el siguiente: al hacer estrechamiento mediante una regla del programa, resolver
por completo el problema de unificacion correspondiente a la regla, antes de pasar al resto de
las condiciones (==-ecuaciones y =/=-desigualdades). Nétese que para resolver el problema
de unificacién pueden ser necesarios nuevos estrechamientos, a los que habria que aplicar de
nuevo este criterio, etc. Este cardcter recursivo del criterio anterior, lejos de ser un problema,
resulta muy natural para una implementacion Prolog, y de hecho va a ser adoptado por
nosotros en el siguiente capitulo.

No queremos que, de la discusion anterior, se saque la conclusion de que consideramos
la solucidon finalmente propuesta como la mejor posible. Simplemente pretendemos haber
justificado que es una solucién realista y facil de llevar a la préictica.

5.6.3 Limitacion a soluciones finitas y totales

I.a diferencia entre el significado de las igualdades = y == hace que dos ecuaciones resueltas

X =ty X ==t proporcionen informacion diferente. La segunda impone que X sea finito y
total, mientras que la primera acepta como soluciones valores de X finitos o infinitos, totales o
parciales. Eso quiere decir en particular que no podemos usar simplemente sustituciones para
representar esas ecuaciones resueltas, pues a ambas les corresponderia la sustitucion {X/t},
v no podriamos distinguirlas. Relacionado con esto estd el hecho de que las ecuaciones de la
forma X == X no se puedan eliminar, ya que no son trivialmente satisfactibles: imponen
a X la condicion de ser finito y total. Algo similar ocurre con las desigualdades del tipo
X =/=t, cuando X aparece en t: tampoco son trivialmente satisfactibles, pues algunos
valores infinitos no la verifican.

Ahora bien, si restringimos nuestro interés a las soluciones finitas y totales del objetivo
inicial (lo que tiene sentido por la proposicion 5.3), podemos ser mas liberales en los tres
aspectos indicados: podemos representar tanto X = ¢ como X ==t mediante la sustitucion

{X/t}, asi como eliminar las ecuaciones X == X y las desigualdades X =/= e, cuando X
aparece en | e |. Estamos asumiendo aqui que, como propusimos en el apartado anterior, al
tratar una ==-ecuacion o una =~-desigualdad, estamos seguros de que sus variables no son
producibles. En otro caso podemos cometer una incorrecién, como sucederia en

HX(][(O) = X, X == X) AP HX(f(O) = X) ~ true

en caso de que f(0) fuese parcial o infinito.

Al decir que podemos representar tanto X = f como X == t mediante la sustitucion
{X/t} nos referimos a que en el momento en que una de dichas ecuaciones pasa a ser resuelta,
y la sustitucion {X/t} es aplicada al resto de la restriccién, la propia sustitucion sirve como
testigo de la condicién que debe cumplir X, y por tanto no es necesario conservar la ecuacion
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para dicho propdsito. Noétese que esto no afecta a la naturaleza perezosa del lenguaje, pues
las = y =—-ecuaciones se resuelven de forma distinta, cada una de acuerdo a su semantica.
. b

Es sdlo el tratamiento de las formas resueltas el que se hace igual.

Una consecuencia interesante de adoptar esta nueva variante es que una respuesta consta

ahora de una sustitucion idempotente o = { X /ty,..., X, /t,,} mas una conjuncién de desi-
gualdades Y7 =/= s1,...,Y,, =/= s, tales que en ellas no aparecen las variables X, ni las

variables Y; aparecen en s;.

También estos criterios serdn aplicados en el proximo capitulo.
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6 Implementacion

En este capitulo utilizaremos los resultados de la seccién anterior para proponer una im-
plementacion de SFL.. Pretendemos hacerlo descendiendo de una manera gradual desde
la. semantica operacional abstracta proporcionada por ~+"% hasta una implementacion de
‘bajo nivel’ razonablemente eficiente. Para todos los pasos de este refinamiento gradual,
utilizaremos Prolog como lenguaje comin. Podemos pensar inicialmente en Prolog como
lenguaje de especificacion abstracto, y al final como el lenguaje de bajo nivel, de cuyos

% Otros formalismos, por

recursos se aprovecha sin escriipulos nuestra implementacion
supuesto, pueden ser utilizados para una especificacion. En [16, 17], por ejemplo, utilizamos
el formalismo de las ‘dlgebras dinamicas’ [67], para intentar especificar implementaciones
del estrechamiento basadas en miquinas abstractas [91, 102]. Nuestro interés ahora estd en

obtener de modo inmediato una implementacion a partir de la especificacion.

6.1 TUna especificacion de la semantica operacional

La especificacion que propondremos esta muy relacionada con las que se presentan en [103]
parael lenguaje S F'I.. La especificacion consiste realmente en la descripcion de un proceso PT
de traduccion a Prolog, que convierte cada SF'L-programa P en un conjunto de clausulas
PT(P), y cada objetivo G en un objetivo Prolog PT(G). lLa idea es que el ST D-espacio
de bisqueda para el objetivo PT((7) determinado por las cldusulas PT (P) especifica ~>"-
computos que conducen a las soluciones de (. No es necesario suponer en principio que
el régimen de control de Prolog (seleccion del objetivo mds a la izquierda 4+ bisqueda en
profundidad y por la izquierda) sea el utilizado para la construccion del arbol ni para su
recorrido. Alla donde haya alguna restriccion especial en ese sentido, se indicard.

Hay algunos otros aspectos de la especificacion que debemos comentar previamente a su
presentacion:

e [.a especificacion se adeciia a las variantes de ~+"% que se indicaron al final de la seccién
anterior:
— ‘Reemplazamiento’ en lugar de ‘comparticién’ (sélo de modo temporal).

— Prioridad de las condiciones de unificacion sobre las igualdades y desigualdades de
la misma regla. Y como resultado de ésta

— Efecto global de todas las sustituciones aplicadas.
— Limitacién a las soluciones finitas y totales.
— Una respuesta consta de una sustitucion mas un conjunto de desigualdades de la

forma X =&t

e [.as sustituciones que se apliquen durante el computo, y en consecuencia la sustitucion
de una respuesta, no se hacen explicitas en la especificacion. Quedan subsumidas por
la unificacion de Prolog.

2*Fs bien conocido el prestigio de Prolog como lenguaje para escribir especificaciones ejecutables; menos
citada, pero cada vez mas extendida, esta la idea de Prolog como ‘ensamblador glorificado’ (1a terminologia es
de Mario Rodriguez Artalejo).
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e Resulta conveniente para la especificacion concebir un conjunto de desigualdades asoci-
adas a una misma variable X, como serian X =~=ty,..., X =~=1,, como una expresion

en si misma, que leeriamos como ‘X tal que X =/=t;,...., X =/=1,", vy a la que
denominamos variable restringida. Otra forma de expresar esto mismo es decir que, en
la representacidén que se vaya a adoptar para las expresiones y las restricciones de los
computos, asumimos que una variable X estd asociada, en cada una de sus apariciones,
con la conjuncién X =/=ty,..., X =/=t, de las desigualdades ya resueltas para ella.
Con esta lectura, una respuesta esta constituida por una sustituciéon mas un conjunto
de variables restringidas.

Una idea similar a la de variable restringida se utiliza en [93, 94], donde se denomina en-
torno al conjunto de las asociaciones de variables con sus correspondientes restricciones

de desigualdad.

e Parala especificacién se debe partir de una determinada representacién (como términos
Prolog) de las expresiones del lenguaje fuente. Por lo que se refiere a las expresiones
que aparecen en un programa o en el objetivo inicial, consideramos la representacion
natural, o sea, la identidad: R[e] = e, R[¢] = ¢.

Sin embargo, la aparicion de variables restringidas durante el computo introduce un
problema de representacion cuya solucidén no es obvia (ni por supuesto iinica). Y puesto
que una variable restringida puede ser argumento de una expresion mas compleja, el
problema de representacion puede afectar en principio a todas las expresiones generadas
durante el cémputo (expresiones de computo).

Para no mezclar el problema de la representacion con la especificacion de la semantica
operacional, basamos ésta en una representacion de las expresiones de computo sdlo
parcialmente determinada. Asumimos simplemente la existencia de algunos procedi-
mientos (pendientes de definir) que nos permitan realizar algunas operaciones basicas:
reconocer la clase de expresion representada, acceder a componentes, etc...

A pesar de lo anterior, en los comentarios que acompanan a la especificacion se hablara a
menudo de ’...la expresion F..." en lugar de "...la expresion representada por F.... Solo
en algunos casos nos ha parecido interesante hacer la distincion entre ambas.

Presentamos ya la especificacion. En las clausulas que siguen, cuando aparezcan ¢, d, f, ...
representando simbolos concretos de constructora o funcién, debe entenderse que hay una
clausula para cada simbolo. Damos en primer lugar una relacidn de los procedimientos depen-
dientes de la representacion, junto con una explicacion informal de su significado pretendido.
Deben entenderse como predicados extraldgicos, en el mismo estilo de los var/1,=/2,= ../2
de Prolog.

e es_war(F): F representa una variable, restringida o no.

o es_cap(F,c(Fy, ..., F,)): FE representa una expresion c(ey,...,e,), donde cada F;
representa a e;.

o es_fap(F, f(Fy,...,E,)): F representa una expresion f(eq,...,e,), donde cada F;
representa a e;.
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e misma_var(X,Y): X eV representan a la misma variable.

e compatibles vars(X,Y): X e Y representan a dos variables RX y RY que no estan
forzadas a ser diferentes, es decir, RX == RY no estd entre las restricciones de RX (y
viceversa).

e restricciones(X,C): C representa ty,...,t, si X es una variable con restriccion aso-
ciada X =/=ty,..., X =/=t,. Si X no estd restringida, (' verifica el predicado
es_vacia(C).

e inserta_restricciones(C, X): Si ' representa ty,...,1,, anade a X las restricciones
X=Ft,...,. X =~t,.

e inserta_restriccion(T, X): Anade a X la restriccion X == T.

o sustituye(X,T): efectiia la sustitucion X/T. Suponemos que, como en el caso de
X =T en Prolog, 26 el efecto es global, es decir, afecta a todas las apariciones de X.

Comenzamos por especificar como se resuelve un conjunto de ==-ecuaciones y desigual-
dades, que es lo que constituye un objetivo inicial. Utilizaremos repetidas veces la nocion
de forma normal de cabeza (fnc): una expresion e esta en forma normal de cabeza si es una
variable o tiene la forma ¢(eq, ..., e,), siendo ¢ una constructora.

/**********

resuelve(C'): resuelve el conjunto de ==-ecuaciones y desigualdades C'.
kA A

resuelve((Cond, Rest)) : —resuelve(Cond), resuelve(Rest).
resuelve(l. == R) : —iguales(L, R).
resuelve(l, == R) : —distintos(L, R).

AR A
iguales(L, R): resuelve la igualdad estricta I == R.

distintos(L, R): resuelve la desigualdad I == R.
AAAKHAKAK |

iguales(L,R): — fne(L, HL), fnc(R, HR),iguales_fnc(HIL, HR).
distintos(L, R) : — fne(L, HL), fnc(R, HR), distintos_fnc(HIL, HR).

l.as reglas para tguales y distintos prevén la posibilidad de que alguno de sus dos miem-
bros no estén en forma normal de cabeza (fne), es decir, no sean una variable (posiblemente

26 Obsérvese que, aunque el efecto que se pretende es similar, sustituye( X, T) no puede reemplazarse por
X =T (unificacién sintactica de Prolog), ya que la variable de cémputo X puede estar representada mediante
un término Prolog que no sea sintacticamente unificable con T).
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restringida) o una expresion de la forma ¢(eq, ..., e,), sino que sean de la forma f(ey,... €,),
con f € A. Sabemos entonces que ésa es una posicion absolutamente demandada en la que es
legitimo hacer estrechamiento (tantos pasos como sea preciso para obtener una forma normal
de cabeza). El predicado fne, que se especificard mas adelante, se encarga de ello. Veamos
primero como continitia la resolucion de las condiciones.

R

iguales_fne(L, R): resuelve [ == R, donde I, R estan en fnec.
kA K

iguales_fne(X, H) : —es_var(X), L igwar(X, H).
iguales_fne(H, X) : —es_var(X), L igwar(X, H).
iguales_fne(L, R) @ —

es_c_ap(Lye(Ly, ..., Ly)),

es_cap(R,c(Ry, ..., R,)),

iguales(Ly, Ry), ... iguales(L,, R,).

l.a tercera clausula realiza descomposicion, como indica la regla == de ~%°. La regla
de fallo por conflicto de constructoras (==3) queda expresada implicitamente por el fallo de
Prolog, al no haber clatsula aplicable a tal situacion. las dos primeras clausulas remiten
sin mas a tg_var, para los casos en que uno de los dos miembros de la =—-ecuacion sea una
variable. Esto cubre todos los casos posibles para iguales_fne. Tlamamos la atencién  por
ser la primera vez que aparece uno de los predicados extralogicos no especificados  sobre el
uso de es_var(X) para expresar la condicion de que X es (representa, mejor) una variable.
No podemos usar en su lugar el predicado predefinido de Prolog var, pues una variable de
un SFLi-computo podria no estar representada por una variable Prolog.

R

igwvar(X, H): resuelve X == H, donde X es una variable, y H estd en fnc.
kA A

igwar(X,Y) : —
es_var(Y), mismavar(X, V), L
igwar(X,Y) : —
es_var(Y),
compatibles vars(X,Y),
restricciones( X, C),insertarestricciones(C,Y), sustituye( X, V).
igwvar(X,F): —
es_ceap(F c(Fy. .. F)),
no_aparece( X, c(Fy, ..., F,)),
pasa_a_resuelta( X, c(Ty, ..., T,)),
iguales(Ty, Fy), ... iguales(T,, ).

[.a primera cldusula estd eliminando una ecuacion del tipo X == X. La segunda cliausula

de ig_var corresponde a la regla ==3 ' de ~+*, es decir, al caso de una ecuacién X ==V

b
donde X e Y son variables, posiblemente con restricciones X =/= t1,..., X =/= 1, e
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Y == s1,...,Y =& s, respectivamente. El procedimiento compatibles_vars(X,Y) se en-
carga de comprobar que X ==Y no sea una de ellas, pues en ese caso la ecuacién X ==Y
no es resoluble. En otro caso, anadimos a Y las restriciones Y =/=1#,,...,Y =/=1, (para

seguir el principio de que la variable Y debe estar asociada con sus restricciones Y =/=t
correspondientes) y ligamos X a Y.

La tercera clausula se encarga del caso X == ¢(ey,...,e,), realizando la imitacién indi-
cada en ==, ’. Como dijimos entonces, esta imitacion puede ser muy trabajosa, y sera reem-
plazada més adelante por otra mas eficiente que refleje las reglas ==3 y ==,4. En la imitacion
se genera una ecuacion X == ¢(Ty,...,T,) que queda en forma resuelta (y por tanto no se
conserva) al aplicar la sustitucion X/e(Ty,...,T,). Tenemos un procedimiento especifico,
pasa_a_resuelta, para este paso a forma resuelta, porque hay algin trabajo adicional que
hacer con las restricciones que pudiera tener X.

/**********

pasa_a_resuelta( X, T): Efectia la sustitucion {X/T} y propaga el vinculo a las restricciones
asociadas a X.

propaga(T,C): Si C representa X ==1t,..., X == t,, propaga(T,C') resuelve las desigual-
dades T ==ty,...,T =~ t,.

*********/

pasa_a_resuelta(X,T) :
restricciones(X, C'), sustituye( X, T), propaga(T,C).

propaga(T,C) : —es_vacia(C).
propaga(T,C) : —selecciona(S, C, Resto), resuelve(T == 5), propaga(T, Resto).

El sentido de pasa_a_resuelta(X,T) solo puede entenderse desde el punto de vista de las
‘variables restringidas’. Ta idea es que las restricciones X =/= t que se han ido generando,
no estdn guardadas en ningin almacén global (del estilo de un argumento adicional, diga-
mos Restricciones, que se arrastra de procedimiento a procedimiento a lo largo de todo el
computo) sino que aparecen asociadas a la propia variable, de un modo aiin no especificado.
En el momento de aplicar la sustitucion {X/T}, una restriccion asociada X =/= s ha de ser
‘despertada’, pues se ha convertido en T =~ s, que no estard resuelta en general.

El procedimiento auxiliar propaga simplemente resuelve una a una las desigualdades ac-
tivadas de esta manera.

Con el predicado no_aparece, que se encarga del ‘occur check’, queda completada la
especificacion de la resolucion de ecuaciones estrictas.

/**********

no_aparece( X, F): verifica que X no aparece en la cdscara de F.
kA A

no_aparece(X,Y) : —es_var(Y),!,not misma_var(X,Y).
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no_aparece( X, F): —

es_cap(E e(Fy, ..., F), L

no_aparece( X, Fy),...,no_aparece( X, F,).
no_aparece( X, F). % F es no primitiva

Veamos ahora cdmo especificar la resolucion de desigualdades I =~ r, cuando en ambos
miembros hay ya una forma normal de cabeza.

/**********

distintos_fne(L, R): resuelve I, == R, donde I, R estan en fnc.
AAAKH AR |

distintos_fne(X, H) : —es_var(X), !, nigvar(X, H).
(H,Y): —eswar(Y),,nigwar(Y, H).

distintos_fne(L, R) :

es_c_ap(Lye(Ly, ..., Ly)),

es_c_ap(R,d(Ry, ..., Bm).
distintos_fne(L, R) : —

es_c_ap(Lye(Ly, ..., Ly)),

es_cap(R,c(Ry, ..., Ry),

(distintos(Ly, Ry)

distintos_fnc

...... % FEleccion indeterminista,

distintos(L,, R,)).

I.as dos primeras cldusulas remiten a nig_var para el caso de que uno de los dos miembros
sea una variable. T.as dos siguientes expresan directamente las reglas == y ==».
R

nigvar(X, H): resuelve X == H, donde X es una variable, y H estd en fnc.
AAAAK A AK |

nigvar(X,Y): —
es_var(Y), Y not misma_var(X,Y),
inserta_restriccion(Y, X),
inserta_restriccion(X,Y).
nigvar(X,T): —
es_termino(T), ! inserta_restriccion(T, X).
nigvar(X, F): —

es_c_ap(F c(Fh, ..., EL)),
(unifica(X,d(Uy,...,Uy)) % Una alternativa para cada d # ¢

uni fica(X, (U, ..., Uy)),
distintos(U;, F;)). % Una alternativa paracada i=1---n
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La primera cldusula corresponde a una desigualdad X =/= Y entre variables. Cubre,
por una parte, la regla de fallo =/=3, al pedir que X e Y no sean la misma variable. Si
en efecto no lo son, recuérdese que no hay ~“-regla para X =/= Y porque se considera
resuelta. Sin embargo, siguiendo una vez mds la filosofia de las ‘variables restringidas’,
nuestra especificacion debe tomarse el trabajo de anotar la desigualdad X =/= Y como
nueva restriccion de la X, y reciprocamente. Analogamente sucede con la tercera clausula.
Obsérvese que todas las restricciones asociadas a una variable son de la forma X =/=t,
donde t es un término. El predicado es_termino(T) puede anadirse a la lista de predicados
no especificados, o bien ser programado utilizando los ya existentes.

estermino(X) : —es_var(X), .
es_termino(T) @ —
es_c_ap(T,e(Ty, ..., T,),
es_termino(Ty), ..., estermino(T,).

[La dltima clausula  muchas en realidad, recogidas en un esquema  recoge las dos alter-
nativas indeterministas (‘don’t know’) expresadas en las reglas =/=5 y =/=¢ de ~". A su
ver. cada una de ellas se desdobla en varias, correspondientes a distintas constructoras en el
caso de =5, y a distintos argumentos en el de ==¢.

Veamos a continuacién como se resuelven ecuaciones no estrictas e = ¢, es decir, como se
realiza la unificacion.

/**********

unifica(F,T): Realiza la unificacién de la expresién F y el término lineal T.
kA A

unifica(FE,T): —var(T),,T = F.
unifica(F,T): — fne(F, H), unifica_fnc(H,T).

I.a primera cldusula expresa el paso de pardmetros sin comparticion, es decir la regla =5
en la version de restricciones primitivas. En la segunda, puesto que T ha de ser de la forma
c(ty, ..., t,), se solicita una forma normal de cabeza de F.

/**********

unifica_fne(H,T) : Realiza la unificacién de la forma normal de cabeza H y el término

lineal T.
kA A

uni fica_fne(F,T) : —
es_var(F), 1,
pasa_a_resuelta(F,T).
unifica_fne(F,e(Ty, ..., T,)) : —
es_c_ap(F c(Fh, ..., EL)),
unifica(Fy, Ty), ... unifica(F,,T,).
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[.a primera clausula se hace cargo de las reglas =3 y =4 de ~“*. FEstablece que para
unificar una variable X con un término t, simplemente la pasamos a forma resuelta, como
va fue descrito para el caso de ==-ecuaciones. Recordemos en este punto que el tratamiento
que damos a las ecuaciones estrictas y no estrictas, una vez que estan resueltas, es el mismo.

En cuanto a la segunda, expresa la descomposicion de =q.

Solo resta, para completar nuestra especificacion, indicar en qué consiste el procedimiento
fne para obtener una 27 forma normal de cabeza.

R
fne(F, H) : Devuelve en H una forma normal de cabeza de F.
kAR A

frne(FE,H): —eswar(F),!,H=F.

E,H
fne(FE,H): —es_ceap(F,c(Fy, ..., Fy)), H=c(Fy,..., F,).
12 H) : 763—][—”’7)(}7’77][(}717 RS En))v !7#.f(E17 RS Env H)

El simbolo = de la segunda clausula es la unificacion de Prolog. El predicado #f que
aparece en la tercera clausula corresponde a un simbolo de funcién no primitiva f € A” (un
predicado para cada simbolo, por supuesto), y va a servir para expresar el estrechamiento
realizado mediante las reglas del SF/L-programa de que disponga f. Notese que la aridad
de #f es n+ 1 si f tiene aridad n. El argumento adicional, colocado convencionalmente en
ultimo lugar, sirve para recoger el resultado del estrechamiento.

/**********

#f(Fr, ..., F,, H): Reduce f(Fy,..., F,) aforma normal de cabeza, y devuelve el resultado
en H.

*********/

% Para cada SFLy-regla f(ty,...,1,) = e < cond

#.f(th"'vFJan) L
unifica(Fy, t), ..., unifica(F,,t,),
resuelve(cond),

fne(e, H).

La alternativa entre las distintas reglas para una misma f es indeterminista (don’t know’).
En esta clausula debe entenderse que la unificacion tiene prioridad (debe resolverse antes)
sobre la resolucion de la restriccion cond.

Como se puede ver, esta clausula coincide practicamente con lo que hemos denominado
la ¥_-traduccién de la SFL,-regla de partida. La mayor diferencia estriba en el literal
fne(e, H), que es el responsable de que se realicen posiblemente mas pasos de estrechamiento,
si es que e es a su vez de la forma g(...).

Veamos como quedarian en algin ejemplo concreto las clausulas para los predicados #f.

27 . . . .. . . .
Decimos ‘una’ porque, si hace falta estrechamiento para ello, distintas derivaciones nos pueden conducir
a distintas formas normales de cabeza (para valores distintos de las variables, por supuesto).
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Ejemplo 6.1

Si consideramos el SF L -programa del ejemplo 4.10, las clausulas para los predicados #elem
v #card quedarian asi

#Helem(X, L, H): —

unifica(L,[]), fne(false, H).
#Helem(X, L, H): —

unifica(L,[Y | Ys]), resuelve(X ==Y), fnc(true, H).
#Helem(X, L, H): —

unifica(L,[Y | Ys]), resuelve(X ==Y), fnc(elem(X,Ys), H).

Heard(L,H): —

unifica(L,[]), fne(0, H).
Heard(L,H): —

unifica(L,[X | Xs]), resuelve(elem (X, Xs) == true), fnc(card(Xs), H).
Heard(L,H): —

unifica(L,[X | Xs]), resuelve(elem (X, Xs) == false), fnc(s(card(Xs)), H)

A la vista de estas cldusulas resulta obvia la conveniencia y facilidad de algunas optmiza-
ciones que provienen de la posibilidad de evaluar parcialmente algunos de los predicados. Por
ejemplo

e resuelve puede ser eliminado por completo, desdoblandolo en las llamadas a iguales y
distintos en que consistiria su ejecucion. Si esto se hace también con el objetivo inicial,
resuelve puede ser eliminado por completo.

e Lallamada a fnec dela traduccion de una S F'L,-regla también puede evaluarse parcial-
mente, resultando asi eliminada de acuerdo a los casos, segiin la forma del lado derecho
r de la regla en cuestion.

— Si r es de la forma c(ey, ..., e,), se elimina fne(r, H) y se reemplaza H por r en
la cabeza de la clausula para #f.

— Siresdelaforma g(er,...,e,), se reemplaza fne(r, H) por #g(er, ... e, H).

Con estos cambios, las reglas de nuestro ejemplo quedarian

#Helem (X, L, false) : —
uni fica(L,[]).
#Helem (X, L true) : —
unifica(L,[Y | Ys]), iguales(X,Y).
#Helem(X, L, H): —
unifica(L,[Y | Ys]), distintos(X,Y), #elem(X,Ys, H).
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Heard(L,0): —

uni fica(L,[]).
Heard(L,H): —

unifica(L,[X | Xs]),iguales(elem (X, X's),true), #card(Xs, H).
Heard(L, s(card(Xs))): —

unifica(L,[X | Xs]),iguales(elem (X, X's), false).

6.2 Representacion de expresiones y restricciones

El punto méds importante es el de la representacion de las variables, que debe ser adecuada
para poder implementar los predicados pendientes de especificar de la seccién anterior, entre
los que destacamos como mas importantes

o sustituye(X,T): realiza el vinculo X/T, con efecto global similar al de X = T de
Prolog.

e inserta_restricciones(T, X'): anade la restriccion X == T a X.

l.as variables libres de restricciones no ofrecen mayor problema, pues pueden ser re-
presentadas por variables Prolog. En cuanto a una variable X con restriccion asociada
X =/=1t,..., X =/=1,, es natural utilizar una representacion como término Prolog com-
puesto de la forma neq(RX,C'), donde RX es una variable Prolog sobre la que realizaremos
posibles futuras instanciaciones de X, y (' recolecta las restricciones, p. ej., en forma de
lista Prolog [ty,...,1,]. Veamos en un pequeno ejemplo a qué consecuencias nos lleva esta
representacion.

Ejemplo 6.2

El término Prolog neq(R X, [0, s(Y)]) representaria a una variable X con restricciones asocia-
das X == 0, X == s(V), donde YV seria una variable libre de restricciones. Si mas adelante
debemos unificar X con s(0), es decir, tenemos una llamada a

unifica(neq(RX,[0,s(Y)]), s(0))

nos encontramos con (saltando llamadas intermedias)

resuelve(neq(RX,[0,s(Y)]) 7:: 0), %s(0) == 0
resuelve(neq(RX,[0,s(Y)
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La ligadura (sustituye(..)) la establecemos mediante unificacion Prolog RX = s(0), con
lo que las desigualdades pendientes por resolver son

resuelve(neq(s(0),[0,s(Y)]) == 0), %s(0) == 0
resuelve(neq(s(0),[0,s(Y)]) == s(V)) %s(0) == s(Y')

Nétese que el término Prolog neq(s(0),[0,s(Y)]) representa ahora a s(0). Por tanto, en
ocasiones va a ser necesario desreferenciar términos Prolog de la forma neq(_, _) para llegar al
término representado. Nétese también que el efecto de la sustitucion ha sido global. De las
dos desigualdades pendientes de resolver, la primera debe tener éxito sin ligaduras adicionales,
y la segunda debe instanciar Y al término Prolog neq(RY,[0]).

Si mas adelante nos encontramos con ¥ =/= s(0), debemos anadir esta restriccién a las
que ya tiene Y. En términos de nuestra especificacion, se llamard a

inserta_restriccion(s(0), neq(RY,[0]))

Su efecto debe ser instanciar (la representacién de) Y para incorporar la nueva restriccién, y
el inico "hueco” del que disponemos es la variable RY, que podria por ejemplo instanciarse
a neq(RYq,[s(0),0]), con lo que Y seria ahora neq(neq(RY1,[s(0),0],[0]), v de nuevo seria
necesaria una desreferenciacion para llegar a su auténtico valor. Sin profundizar ahora en la
discusion, indiquemos que no nos parece ésta la solucién més oportuna. En su lugar, para
anadir un nuevo término como restricciéon a neq(R, (') preferimos modificar (' lo cual sugiere
utilizar una lista incompleta para (.

En nuestro ejemplo, la X original serfa neq(RX, [0, s(Y)
serfa neq(RY,[0|LY]), y el segundo neq(RY, [0, s(0)|LYi]).

LX), el primer estado para YV

<&

Vamos ya a especificar con precision los predicados pendientes de definir, conforme a
estas ideas acerca de la representacion de variables. La especificacion se convierte ya en una
implementaciéon Prolog.

esvar(X) @ —var(X), .
esvar(neq(R,C)) : —es_var(R).

restricciones(X, L) : —var(X), .
R,CY,C): —var(R),

restricciones(neq(
restricciones(neq(R, ), C) : —restricciones(R, ().

eswvacia(L) : —var(L).

sustituye(X,T) : —var(X),, X =T.
sustituye(neq(R,C),T) : —liga(R,T).
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inserta_restriccion(T, X) : —var(X),!, X = neq(RX,[T|L]).
inserta_restriccion(T,neq(R,C)) : —var(R),!, inserta(T,C).
inserta_restriccion(T,neq(R,_)) : —inserta_restriccion(T, R).

inserta(T, L) : —var(L),\, L = [T|L4].
inserta(T,[C|Cs]) : —inserta(T,C's).

inserta(T, ') podria programarse para controlar que T no aparezca ya en ', pero no
estd clara su conveniencia, pues seria una operacion costosa.

misma_var(X,Y) : —nombre_var(X, NX),nombrevar(Y, NY),NX == NY.

nombre_var( X, NX): —var(X),, NX = X.
nombre_var(neq(X,C), NX): —nombre_var(X, N X).

compatibles_vars(X,Y) : —
restricciones(Y,C'), not var_miembro(X,C').

var_miembro(X,C) : —var(C),!, fail. % C es vacia
var_miembro(X,[T|Ts]) : —es_var(T), misma_var(X,T),!.
var_miembro(X,[]Ts]) : —var_miembro(X,Ts).

inserta_restricciones(C,Y) : —es_vacia(C), .
inserta_restricciones(C,Y) : —var(Y),,Y = neq(Y1,C).
inserta_restricciones(C,Y) : —restricciones(Y,CY), insertal(C,CY).

inserta l(C,L): —var(L),!, L.=C.
inserta_l(C,[T|Ts]): —insertal(C,Ts).

selecciona(S, L, Rest) : —var(L),!, fail.
Ts], Ts).

selecciona(S, [S

l.a representacion de expresiones no variables la hacemos de forma natural. Queda
definida a través de los predicados es_c_ap y es_f_ap.

escc_ap(F e(Fy, ..., Fy)) r —nonvar(F),, F=c(Fy, ..., F,).
es_c_ap(neq(R,C),c(Fy, ..., F,)) « —es_cap(R,e(Fy, ..., ).

es_fap(F, f(F, ..., F,)) : —nonvar(E),, E= f(Fy,..., Fy,).
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No es necesaria una segunda clausula para es_f _ap, pues sélo se realizan ligaduras de va-
riables restringidas a términos. Al disponer ya de definiciones explicitas para es_var, es_c_ap,
es_f _ap, pueden eliminarse estos predicados, por evaluacidon parcial, a lo largo de la especifi-
cacion. Por poner un ejemplo, las cldusulas para fne quedarian asi:

]‘77(*(]*77 H): —var(F),\, H=F.
fne(neq(R,C), H) : 77)(17‘( ), L H = neq(R,C).
fne(neq(R,C), H): =, fne(R, H).
fne(c(Fr, ..., Fy), ).7!,H:C(E1,...,En).
fn(*(f(F’1,...,En),H):f#f(F]h...,En,H).

Con esto queda completada la especificacion. Sin embargo el tratamiento de las variables
restringidas encierra una trampa en principio muy desagradable, como muestra el siguiente
ejemplo.

Ejemplo 6.3

De acuerdo con nuestro codigo, un objetivo X ==Y debe resolverse mediante

es_var(Y), Y not misma_var(X,Y),
inserta_restricciones(Y, X),
inserta_restricciones(X,Y).

que en definitiva se convertird en

X =neq(RX,[Y
Y = neq(RY,[X

LX1).
LY))

que es un problema de unificacion que deberia fallar por el ‘occur-check’. Sin embargo, Prolog
lo resuelve creando ligaduras ciclicas.

<&

Notese que la existencia de esas ligaduras ciclicas no afecta a los aspectos fundamentales
de la representacién de variables restringidas por términos neq(R, ('), que recordemos son:

e 7 es una variable Prolog susceptible de posterior instanciacion

e (' es una lista Prolog incompleta cuyos elementos son representaciones de términos.

Nétese también que la especificacion presentada hasta ahora no necesita absolutamente
ninguna modificacion debida a estas ligaduras ciclicas; dicho de otro modo, el cddigo Prolog
que constituye la especificacion es seguro frente a este problema.
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Proponemos pues aprovecharnos de la falta de ‘occur-check’ de Prolog, y aceptar las li-
gaduras ciclicas como parte de nuestra representacion. De hecho, haciendo abstraccion de
que estamos utilizando Prolog como lenguaje objeto, esas ligaduras expresan referencias cir-
culares que aparecen de modo natural en nuestra representacion de las variables restringidas.
En cierto sentido, podriamos decir que estamos programando en un subconjunto de Prolog
IT soportado por Prolog.

El ejemplo de la designaldad X =/= Y puede parecer forzado, pues no es estricta-
mente necesario (aunque nos parece conveniente) anotar esa restricciéon tanto para X como
para Y. Hemos elegido este ejemplo por ser el caso mas sencillo, pero situaciones simi-
lares que también darian lugar a ligaduras ciclicas pueden ocurrir, como seria en el caso de
X == 5(Y),Y == s(X).

A continuacién vamos a proponer varios refinamientos de la especificacion. Algunos de
ellos se refieren a aspectos que hemos dejado pendientes  como es el caso de la ‘compar-
ticién’ frente al ‘reemplazamiento’ |, mientras que otros son optimizaciones para aumentar
la eficiencia de la implementacion.

6.3 Refinamientos y optimizaciones de la especificacion
6.3.1 Igualdad estricta

ILa resolucién de una ecuacién X == e, de acuerdo con nuestra especificacion, puede hacer
mucho trabajo innecesario (por repetido). Consideremos, por ejemplo, la ecuacién

X == C(C(Yv f(X))v (5((1,, C(Uv V)))

donde ¢, a son constructoras y f es una funcion no primitiva. Por la tercera clausula de
tg_var, hay que recorrer toda la cascara del lado derecho para verificar que X no esta en
ella, (la aparicion de X en f(X) no forma parte de la cdscara), para posteriormente hacer
una imitacién que consiste en realizar la sustitucion X/e(Uy, Uy) (Uy, Uy nuevas) y dejar
planteadas las nuevas ecuaciones

Uy == (Y, f(e(Uy,Us))), Uy == c(a, (U, V))

Para Uy, U; deben hacerse ahora sendos recorridos de las correspondientes cdscaras, clara-
mente innecesarios, pues si X no aparecia en la cdscara original, tampoco pueden hacerlo las
variables nuevas Uy, Uy (ndtese sin embargo que aparecen, porque asi le ocurria a X, dentro
de una subexpresion no primitiva).

Esto puede mejorarse obviamente, aprovechando el recorrido del lado derecho (que debe
hacerse para el ‘occur check’) para construir un esqueleto del mismo, que seria como la cdscara,
pero poniendo variables nuevas (en lugar de 1) donde encontremos una subexpresion no
primitiva. FEse esqueleto serviria para hacer una imitacion ‘mds profunda’. Esta explicacion
no es mas que una nueva justificacion de la utilidad de la ~%- regla ==, (ver seccién 5.4).
El esqueleto descrito de una expresion e no es otra cosa que lo que alli llamamos sk(e).

En nuestro ejemplo, de la ecuacion original pasariamos, en una sola imitacion, a generar
la sustitucion X /e(e(Y,Uy),e(a,c(U,V))), v obtendriamos la nueva ecuacién pendiente de
resolver Uy == f(e(e(Y,Ur), c(a, c(U,V)))).
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Proponemos pues la siguiente modificacién para la clausula correspondiente (la tercera)
de igwvar, y la definicién completa de no_aparece/4.

igwvar(X,F): — % F es de la forma c(eq, ... e,)
no_aparece( X, F,SkFE, Cont),
pasa_a_resuelta( X, SkF),
cont_ig_var(Cont).

En el tercer argumento de no_aparece se va a construir el esqueleto del lado derecho de la
ecuacion. El iltimo argumento es una ‘continuacion’ en la que se van a recolectar (en forma
de diferencia de listas) las nuevas ecuaciones pendientes de resolver. De la resolucion de éstas
se encarga cont_ig_var.

no_aparece( X, Y, Y. L/L): — es_var(Y),!,not misma_var(X,Y).
no_aparece( X, K, c(Sky, ..., Sky), Lo/L,) + —

es_c_ap(F c(Fy, ... Fy)), L

no_aparece( X, Fy, Sky, Lo/ 1),

no_aparece(X, Ky, Sk, L,_1/L,).
no_aparece( X, K, U, [U == FK|L]/L). % FE debe ser de la forma f(eq,...,e,)

cont_ig_var([]/[]): —L
cont_ig_var([Fy == F,

iguales(Fy, Fs),
cont_igvar(Ly/Ls).

L]]/Lg) I

Nétese que este mecanismo sirve también si el lado derecho es un término primitivo
t. En este caso, supuesto que X no aparezca en t, no_aparece(X,t, Sk, /L) tendra éxito
devolviendo en Sk el propio t y dejando vacia la lista de continuacion. Es decir, estamos
implementando realmente una mezcla de ==, y == (excepto el caso en que el lado derecho
sea otra variable, que esta tratado aparte).

Digamos, para terminar, que hay otra optimizacion natural de la igualdad, cuya idea
bésica es bastante obvia. Si, por ejemplo, debemos resolver la ecuacién s(Y) == f(X), todas
aquellas reducciones de f(X) que conduzcan a una forma normal de cabeza que no comience
por la constructora s van a ser inttiles. La especificacion actual permite esa situacion, pues
la evaluacion a forma normal de cabeza de ambos miembros se hace de forma totalmente
independiente. Podemos mejorar el rendimiento ‘orientando’ el cémputo de f(X). Nuestra
implementacién real tiene en cuenta esta posibilidad. Desde un enfoque distinto, basado
en un anglisis estdtico y una transformacion de programas, se persigue en [92] un objetivo
similar, pero mas ambicioso, al intentar capturar el maximo posible de ‘orientacién’ de la
evaluacion de las funciones.
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6.3.2 Desigualdad

Como en el caso de la igualdad, la especificacion propuesta para la desigualdad puede suponer
mucho trabajo innecesario. Consideremos, por ejemplo, una desigualdad X =/= ¢(t, f(Y)),
siendo t un término muy grande. Después de recorrer toda la expresion para descubrir que
no es un término, una primera solucion para la desigualdad (regla =~=5) propone

uni fica(X,d(5...,.))

que no ofrece problemas. Pero la segunda alternativa realizara
uni fica(X, c(Uy, Uy))

v después

distintos(c(Uy, Us), e(t, f(Y))

una de cuyas alternativas sera
distintos(Uy,t)

para la que hay que controlar de nuevo si f es o no un término.

Aparte de esto, ya fue comentado en el apartado 5.6.3 que, al estar interesados sdlo en
soluciones finitas, se puede resolver directamente con éxito una desigualdad X =~ e, en caso
de X aparezca en | e |. Podemos efectuar este ‘occur check’” aprovechando el recorrido que
debe hacerse de e para saber si es un término.

Como consecuencia de la discusion anterior, proponemos usar para las desigualdades una
variante de no_aparece(X, F) digamos no_aparecel  que, ademds de comprobar que X
no ocurra en la cdscara de F, descubra si F/ es un término o no, y construya una réplica
abreviada de la estructura de I/ digamos sk1(F) definida como sigue:

sk1(X) = var
sk1(t) = term, si t es un término no variable

(
skl(e(er,...,en)) =Tne(skl(er),...,skl(e,)), si alguna e; no es un término
sk1(f(er,...,e,)) = redex

Nétese que var, term, fne, redex son nuevas constructoras.

Por ejemplo,
sk1(e(d(Y,a),d(Y, f(X)))) = fnc(term, fnc(var, redex))

v la llamada
no_aparece; (X, e(d(Y,a), d(Y, f(X))), Sk, Term)

tiene éxito con

Sk = fnc(term, fnc(var, redex))
Term = noterm

Ese esqueleto sk1(F) sirve para continuar rapidamente la resolucion de la desigualdad.

I.a nueva especificacion para nig_var y no_aparecel seria la siguiente:
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nigvar(X, F): —
no_aparecel (X, K, SkE, Term),!,
atajonig_var(X, K, SkF).

nigwar(X, F). % X aparece en la cdscara de F/

no_aparecel (X, Y, var, Term) : —
es_var(Y), Y not misma_var(X,Y).
no_aparecel (X, K, SkFE, Term): —
es_c_ap(F c(Fy, ... Fy)), L
no_aparecel (X, Fy, Sky, Term),
no_aparecel (X, F,, Sk,, Term),
(Term == noterm, !, SEF = fne(Sky, ..., Sky)

SkF = term).
no_aparecel (X, F redex, noterm). % F debe ser de la forma f(ey,...,e,)

atajonigvar(X,Y,var): — % Y es con seguridad una variable distinta a X
inserta_restricciones(X,Y),
inserta_restricciones(Y, X).

atajonigvar(X, T term): —
inserta_restricciones(T, X).

atajonigvar(X,c(Ty,...;T,), fne(Sky,...,Sk,)) : —
uni fica(X,d(Uy, .. .,Y ). atajonigvar(X,c(Ty, ..., T,), fne(Sky, ..., Sky)) : —
uni fica(X, e(Uy, ..., Uy),
(atajonig_var(Uy, Ty, Sky)

atajonig_var(U,,T,, Sk,)).
atajonigvar(X, E, redex): —distintos(X, F).

6.3.3 Un control mas equitativo para la unificacién

Dada una regla f(t1,...,1,) = e < ¢, y una llamada f(ey,...,e,), contemplamos la unifi-
cacion de los argumentos e; con los patrones t; como un proceso global

unifica([er, ... en] [ty ..o 1))

en el que primeramente realizamos la parte de unificacion que no requiere estrechamiento,
v después la parte que requiere estrechamiento. Estamos autorizados a hacerlo asi, porque

nes garantizan completitud para cualquier

nuestros resultados sobre la semantica. combinada ~»
forma de intercalar los ~+“-pasos con los ~+-pasos. Este control tiene mejores propiedades

de terminacién, pues permite detectar mas situaciones de fallo.
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Un ejemplo obvio seria el siguiente: si la funcidn f esta definida por las dos reglas
f(0)=s(0)y f(s(X)) = f(X), la resolucién del problema de unificacién

f(X)=0,X=0,X = s(0)

no termina si se da prioridad al la ecuacién f(X) = 0, pues hay infinitas reducciones alterna-
tivas, de f(X) a s(0), que producen infinitos intentos, todos fallidos, de resolver f(X) = 0.
Sin embargo, si se deja pendiente f(X) = 0y se empieza por lo ‘ficil’, que es progresar con
S

~+ mientras se pueda, se falla rapidamente: al resolver X = 0, se realiza la sustitucién X/0,

con lo que resulta 0 = s(0), y se falla.

Nétese que las propiedades de terminacion de este control son estrictamente mejores que
las del anterior, es decir: no se producen situaciones de no terminacion que no se produjeran
con el otro control. Ello es debido a que ~Z es terminante. Nétese también que se sigue
respetando la condicidén que impusimos para poder aplicar de modo global las sustituciones.
Esta condicién consistia en dar prioridad al problema de unificacién introducido por una

regla, frente al resto de las condiciones del lado derecho.

A continuacion especificamos este nuevo control para la unificacion. Se utiliza un proce-
dimiento, deref/2, para efectuar la ‘desreferenciacion’ de cada argumento. Su tinico objeto
consiste en hacer algo mas claro el cddigo que resulta.

deref(X,Y): —var(X),,Y = X.
deref(neq(R,C),Y) : —var(R),, Y = neq(R,C).
deref(neq(R,C),Y) : —Lderef(R,Y).

deref(X, X).

unifica([Fy, ..., E) [T, ..., Th]) « —
dere f(Fy, DFEy), uni fica(DFy, Ty, Q1/Q2),
deref(Fy, DFy), unifica(DFy, T2,Q2/Q3),
deref(E,, DFE,),unifica(DF,,T,, Qn/R),
cont_unifica(Q/R).

El procedimiento auxiliar unifica/3 se encarga de realizar aquella parte de la unificacion
que no requiere estrechamiento, recolectando ademas el trabajo que se ha dejado pendiente.
LLas listas (en forma de diferencia de listas) Qi/Q7 tienen como elementos parejas (e, 1), donde
e es de la forma g(ey,...,em,) v t es un término lineal no variable. Estas parejas indican los
problemas de unificacion que se han dejado pendientes, v que se resuelven al final estrechando
las expresiones e (de esto iltimo se encarga el procedimiento cont_unifica/1).

unifica(FE,T,Q/Q) : —(var(T);var(F)),,T = F.
unifica(neq(R,C), T,Q/Q): !, R =T, propaga(T,C').
unifica(c(Fy, ..., F,), T,Qo/Qn) : —

LT = Ty, ..., Ty),

deref(F1, DEy),unifica(DFy, Ty, Qo/Q1),

................... 3

deref(E,, DE,),unifica(DF,,T,, Qn,_1/Qn).
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unifiea( B, T,[(F,T)[Q1/Q)-

cont_uni fica([]/[])-
cont_uni fica([(F,c(Ty, ..., T,)|Ql/R) : —

foe(F e(Uy, ..., Uy)),
uni fica([Uy, ..., Ul [Thy,, Thl),
cont_unifica(Q/R).

cont_uni fica(Q Dif) resuelve por completo cada problema (e, ) que estéen QQ Di f antes de
pasar al siguiente. Puede hacerse mds equitativo, pasando los problemas pendientes generados
por la unificacién de e y £ a la cola QDif, como refleja la siguiente definicion (alternativa a
la anterior) de cont_unifica/1.

cont_uni fica([]/[])-
cont_uni fica([(F,c(Ty, ..., T,)|Ql/R) : —

foe(F e(Uy, ..., Uy)),
unifica(c(Uy, ..., U,),e(Ty,...,T,), R/S),
cont_unifica(Q/S).

Ideas similares pueden usarse para la resolucién de una secuencia de igualdades y desi-
gualdades, contemplada como un proceso global.

Estas reglas de unificacion sirven para problemas de unificacion entre expresiones cua-
lesquiera y términos, siempre que no sea preciso el ‘occur-check’. En particular, sirven para
el caso en que los términos sean lineales, que es nuestro caso, pero no es la tinica situacion.

6.3.4 Comparticién

Por simplicidad, hemos considerado hasta ahora en nuestra especificacion que el paso de
parametros al efectuar estrechamiento mediante una regla del programa se ha efectuado con
copia en lugar de comparticion. Fsta cuestion fue discutida en el apartado 5.6.1. Tanto
por motivos practicos (evitar la evaluacién, por separado, de cada una de las copias de

nes

una expresion no primitiva) como tedricos (hemos probado la completitud de ~"* para el
sistema ~ que realiza comparticion), debemos reemplazar la ‘copia’ por la ‘comparticion’.

Adoptaremos para ello una técnica descrita en [28], y que ha sido utilizada también en

86, 103].

La idea principal es cambiar la representacion de las expresiones de la forma f(eq, ..., e,),
considerando en su lugar

f(@],. . .,en,R,S)

donde R y S son variables Prolog, inicialmente sin ligaduras, que pretenden representar un
resultado y un estado de evaluacion. S quedara sin ligar mientras la expresion f(ey,...,e,)
no sea evaluada a forma normal de cabeza, pasando a tomar el valor on cuando lo sea,
momento en que R quedard instanciada con la forma normal de cabeza calculada 2%, Fsta

**No podemos eliminar S y utilizar el estado (variable/no variable) de R para saber si f(er,...,e,) ya fue
evaluada, porque una variable es también una posible forma normal de cabeza.
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representacion sera 1til si todas las copias de f(eq,...,e,) que se hayan creado tienen esa
misma representacion, con las mismas variables R, S, pues entonces la evaluacion de una
cualquiera de las copias se transmite, a través de R, .9, al resto.

Al término Prolog f(ey,...,e,, R, 9) le denominamos suspension o forma suspendida de
fler, ..., e,). Mds en general, toda SFLy-expresion debe ser representada mediante su
forma suspendida, que es el resultado de reemplazar cada subexpresion f(ey,...,e,) por
su suspension. Con mas precision, definimos inductivamente la forma suspendida de una
SFL4-expresion como

fs(
o fs(e(er,...,em)) =c(fs(er),..., fs(en)), si c € CS™
f.s(f(m veeven)) = f(fs(er), ..., fs(en), R, S),donde R, S son nuevas variables Prolog,

La forma suspendida de una condicion es
fs(ly ==ry, .. 0 == ) = fs(ly) == fs(r1),..., fs(I}) == fs(r}), ...

[La introduccidn de las formas suspendidas requiere algunos cambios en la especificacion.
El mas relevante (el 1inico, de hecho) afecta a las clausulas para fnc(FE, H), que es el pro-
cedimiento encargado de obtener para una expresion F una forma normal de cabeza H.
Hay que tener ahora la precaucién de comprobar, en caso de que F sea una suspension
fler,... e, R,S), si ya ha sido evaluada o no, comprobando para ello el estado de S. Las
cldusulas para fne quedan asi:

fne(F,H): —var(F),!,H=F.

fne(neq(R,C), H) : —var(R),!, H = neq(R,C').

fne(neq(R,C), H): =1, fnc(R, H).

foe(e(Fy, ... B, H): =VH =c(Fy,..., F,).

foe(f(Fy,...,Ey, R, S),H): =S ==on,!, fne(R, H).

foe(f(Fy, ..., FEn, R, S),H): —#f(F1,...,FE,,H),R=H,S = on.

Para el resto de la especificacion simplemente hay que tener en cuenta, de forma bastante
obvia, esta nueva representacion.

Debe tenerse en cuenta que la nueva representacion afecta también a las reglas para los
predicados # f, asi como a los objetivos. Veamos un ejemplo.

Ejemplo 6.4

Si consideramos el SFL-programa del ejemplo 6.1, las cldusulas para los predicados #elem
v #card quedarian asi:
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#Helem (X, L, false) : —
uni fica(L,[]).
#Helem (X, L true) : —
unifica(L,[Y | Ys]), iguales(X,Y).
#Helem(X, L, H): —
unifica(L,[Y | Ys]), distintos(X,Y), #elem(X,Ys, H).

Heard(L,0): —

uni fica(L,[]).
Heard(L,H): —

uni fica(L,[X | X s]),iguales(elem (X, X's, R, S), true), #card(Xs, H).
#Heard(L, s(card(X s, R,9))): —

unifica(L,[X | Xs]),iguales(elem (X, Xs, R', S"), false).

6.4 Otras cuestiones de implementaciéon

Una implementacion de SFL., siguiendo las ideas expuestas hasta ahora (ver también [8]),
ha sido realizada por miembros del equipo de trabajo sobre Programacion Declarativa que
existe en el Departamento de Informatica y Automatica de la Universidad Complutense de
Madrid . Se ha integrado la resolucidn de desigualdades en un entorno previamente existente,
BablLog [7, 6], que ya soportaba programacién funcional y 16gica de orden superior. El nuevo
entorno resultante se ha denominado FLPD *. FLPD esta realizado en su totalidad en
BIMprolog (v 3.0), y puede ejecutarse en estaciones SUNsparc bajo SUNOS 4.0 o superior.

FIL.PD ha heredado de sus antepasados muchas caracteristicas anadidas a lo que tiene
de especifico  la combinacion de desigualdades con el estrechamiento perezoso  que hacen
de él un entorno potente y versatil para realizar programacion declarativa. Describimos a
continuacion algunos de sus aspectos mas notables.

o El lenguaje (del que SFLy es un subconjunto) es fuertemente tipado. FEl sistema de
tipos es el habitual [113] en lenguajes funcionales como Miranda. Se encuentra descrito
en [7, 6].

e [.a compilacién de un programa consiste en su traduccion a un programa Prolog ‘equi-
valente’, siguiendo las lineas expuestas en esta seccién (en lo que se refiere a primer
orden).

e El lenguaje incluye funciones de orden superior, incluso variables légicas de orden su-
perior. En la traduccién de un programa P se genera un programa P’ de primer orden,
de tal forma que el orden superior se simula a través de una funcion de aplicacion Q.

2% Functional Logic Programming with Disequalities.
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lLas reglas para @ son una adaptacion de las presentadas en [60, 61] (véase también lo
expuesto en el apartado 2.3.4 de esta tesis). Los computos utilizan el programa tra-
ducido de primer orden P/, pero las respuestas se traducen en sentido inverso, para ser
mostradas con sintaxis de orden superior. El sistema soporta variables logicas de orden
superior, pero las desigualdades deben afectar solo a expresiones de primer orden.

e A diferencia de la que hemos utilizado en este trabajo, y debido a las capacidades de
orden superior del sistema, la sintaxis del lenguaje es ‘de orden superior’, con funciones
currificadas. Por este motivo, no se ha podido usar el lector de términos propio de
Prolog para la lectura de los programas. Se dispone de un compilador para el lenguaje,
que se encarga por completo de todas las fases de la lectura y andlisis de los programas,
realizando en particular deteccién y notificacion detallada de los errores detectados.
Una descripcién de la sintaxis puede encontrarse en [57] (donde se describe un entorno
previo para una version no perezosa de Babel de orden superior [91]). Una presentacién
del diseno del compilador puede encontrarse en [104, 106].

e [.a traduccion a Prolog de un programa puede hacerse de acuerdo a varios modos de
compilacion, segun el régimen de control que se desee obtener para el estrechamiento
perezoso. Las traducciones obtenidas son optimizaciones de las expuestas en [103, 8].
lL.os tres modos posibles corresponden a

— Régimen guiado por la demanda, basado en unos drboles definitorios que se cons-
truyen de acuerdo a un analisis global de todas las reglas de un programa que
corresponden a una misma funcién (en particular, un andlisis de los patrones de
las cabezas de las reglas).

— Régimen ingenuo, en el que la traduccion de cada regla es independiente de la de
las demds. Es el que hemos presentado en este trabajo.

— Régimen mizto, en que el usuario puede decidir, para cada funcion, cual de los dos
anteriores quiere usar.

e El entorno F'ILPD proporciona algunas utilidades de caracter general (listados, ayudas,
estadisticas, ...) controladas por un intérprete de comandos [7]. En la actualidad se
esta desarrollando un sistema de depuracién [6], basado en el modelo de ‘cajas’ [24]
habitual en los sistemas de traza de Prolog.
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7 Conclusiones y trabajo futuro

Hemos desarrollado el esquema C'FLP(X) que sirve de marco para la integracion de tres
paradigmas importantes de programacion declarativa: programacion funcional, programacion
logica v programacion con restricciones. Kl sentido genérico que hemos dado, a la hora de
concebir el esquema, al uso de restricciones en programacion ha sido el de ‘computacion sobre
un estructura dada’. l.a clase de estructuras a considerar ha estado determinada desde un
principio por la naturaleza perezosa que se ha pretendido dotar a la componente funcional
de la amalgama. La nocion de ‘estructura continua’ que hemos adoptado, con dominios
de Scott como soporte y operaciones primitivas continuas, parece adecuada para modelizar
lenguajes con la capacidad de realizar computos que involucren objetos infinitos definidos
como limites de aproximaciones finitas. Tal eleccion se ve avalada por la generalidad de los
resultados obtenidos y la relativa simplicidad con que han sido probados. También parece
natural y suficientemente general la idea de programa como conjunto de reglas condicionales
para la definicién de nuevas funciones y predicados. La generalidad del esquema asi definido
resulta ser grande. En particular, dentro de él pueden ser expresados los paradigmas que
pretende extender. Es mas: proporciona, sin esfuerzo adicional, una extensién funcional a
todo lenguaje caracterizado como instancia del esquema, aun cuando inicialmente sélo tuviera
caracter ldgico; asi sucede, por ejemplo, en el caso de Prolog (puro) o de las instancias de

CLP(X).

Se ha desarrollado una seméantica declarativa que parte de la lectura de las reglas de un
programa como ‘inecuaciones condicionales’. Se ha dotado a los programas de una seméntica,
de modelo minimo, cuya existencia se ha probado, asi como su caracterizacién como minimo
punto fijo de un operador ‘de consecuencias inmediatas’ asociado. FEstos resultados se han
probado bajo hipdtesis lo menos restrictivas posibles (consistencia de un programa), gene-
ralizando y mejorando asi resultados previos para lenguajes con una semdntica declarativa
similar.

Se ha propuesto un mecanismo de computo  estrechamiento por restricciones  que
define una semdntica operacional probada como correcta y completa (para programas no
ambiguos en un sentido muy liberal) con relacion a la semdntica declarativa. Para probar
la. completitud, se ha dado una caracterizacién semantica de lo que debe entenderse por
‘computos perezosos’. Posteriormente, en el &nimo de obtener una semantica operacional mas
practica, se han proporcionado condiciones muy generales que debe cumplir un sistema de
resolucion de restricciones para poder ser combinado con el estrechamiento por restricciones,
preservando correccion y completitud para la semantica operacional combinada.

Contemplando, ahora desde otro punto de vista, los resultados obtenidos, pensamos que
se ha cumplido nuestro objetivo inicial de definir el esquema C'FLP(X) como una extension
conceptual ‘suave’ de la programacion logico funcional perezosa. El abordar los problemas
desde un punto de vista mas abstracto en particular el estar liberados de los tecnicismos que
apareja la unificacion  nos ha permitido en ocasiones distinguir lo importante de lo accesorio,
v nos ha conducido a resultados que, a pesar de ser mas generales, han sido probados de forma
més sencilla.

En una segunda parte del trabajo, hemos propuesto un lenguaje SF/Lyx | que aumenta
la expresividad de un lenguaje légico funcional perezoso mediante el uso de desigualdades,
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tanto en programas como en respuestas. El lenguaje ha sido caracterizado como una instancia
del esquema C'FLP(X), heredando asi todas sus propiedades. En el transcurso de esta
caracterizacion ha sido necesario clarificar el significado de la unificaciéon como operacion
continua, o, equivalentemente, el uso continuo que se puede hacer de la igualdad (no continua)
=. Hemos propuesto un sistema de resolucion de restricciones SF L. que, en combinacion
con el estrechamiento por restricciones, constituye un mecanismo de computo correcto y
completo. A los resultados heredados del esquema, hemos podido anadir un resultado mas
potente de completitud. .a implementacion del lenguaje se ha planteado como un proceso de
compilacion de SFL-programas a Prolog. Fl proceso de traduccion se ha descrito a partir
de una especificacién (parcialmente) independiente de la representacion de las expresiones y
restricciones. Una cuidadosa eleccion de ésta convierte a la especificacion en un programa
Prolog ejecutable. La claridad y simplicidad de la implementacion obtenida, la posibilidad
de aprovechar la gran eficiencia de los sistemas Prolog existentes, y la mayor facilidad para
incorporar nuevas mejoras, justifican en nuestra opinion la validez de tal enfoque.

El trabajo desarrollado deja aun mucho espacio para futuras investigaciones, aparte de las
cuestiones técnicas  mas o menos dificiles, pero muy localizadas  que hemos ido senalando
durante la exposicion. Seguidamente indicamos las posibles lineas de continuacion del trabajo
que nos parecen mas interesantes. De algunas de ellas éramos conscientes al iniciar el trabajo,
mientras otras han surgido durante el desarrollo del mismo.

e Una cuestion de apariencia muy técnica, pero en nuestra opinion de gran interés, es la
determinacion de propiedades generales de los sistemas de resolucidn de restricciones,
para garantizar resultados de completitud mas fuertes que los obtenidos por nosotros en
la seccion 4.4. Un anélisis critico de lo que ocurre en el caso particular de SF' L, para
el que hemos obtenido tal tipo de resultados, puede contribuir a aclarar la cuestion.

e En relacion con lo anterior, la falta de resultados de completitud para soluciones no
bédsicas parece achacable a la existencia de una estructura fija a la que se refieren
todas la cuestiones semanticas. Tiene sentido intentar paliar el problema asumiendo la
existencia de una teoria existencialmente completa (satisfaction complete) asociada a la
estructura de las restricciones. Esa vision ha sido fructifera [78, 79, 109] en el caso de la
programacion logica con restricciones, y probablemente lo seria también en el nuestro.
De modo alternativo o mejor, complementario podria reemplazarse la consideracion
de una estructura prefijada, por la de una clase (categoria) de estructuras. Las dos lineas
apuntadas aqui contribuirian no sélo a obtener mejores resultados de completitud, sino
a dotar al esquema de semanticas légica y algebraica, a anadir a la de modelo minimo
y minimo punto fijo ya desarrollada.

e Introduccién de orden superior en el esquema. Podria intentarse una ‘tenaza’ similar
a la de otros trabajos [64, 61] ya realizados para el caso de la programacion 16gico
funcional de orden superior, y que consistiria en:

— Dotar a un C'F'I.P-lenguaje de orden superior de semanticas declarativa y opera-
cional de orden superior.
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— Considerar una ‘“traduccién’ a primer orden (nuestro CFLP(X)), de la que se
heredarian las semanticas declarativa y operacional.

— Establecer la relacién (deseablemente, equivalencia) entre ambas.

e Aumentar la expresividad de S F' L., mediante la posibilidad de algiin tipo (posiblemente
restringido) de cuantificacion universal. El uso simultidneo de cuantificacién universal y
desigualdad nos introduciria en una problemética similar a la de la negacion constructiva
[27, 145], que podria incluso ser abordada desde el marco més general del esquema

CFLP(X).

e Estudiar otras instancias interesantes del esquema. En particular, los lenguajes que
manejan restricciones conjuntistas [49, 22] despiertan gran interés en la actualidad. T.a
posibilidad de considerar incluso conjuntos infinitos, dada la naturaleza perezosa de
nuestro esquema, resulta ciertamente sugerente. Para las implementaciones, podriamos
seguir el enfoque de traduccion a Prolog seguido en [103] y en esta misma memoria, o
emprender el diseno de maquinas abstractas al estilo de [93, 94].
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